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Les methodes formelles

* Preuve assistee par ordinateur
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* Model-Checking
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| . Modelisation

On veut verifier comportement du systeme au
cours du temps.

Notion d’etat a un instant donne
Actions du systeme —changement d’état.

— Systeme de transition
Informations suppléementaires sur

* communication (notion d’action)

* proprietes verifiees par les etats (propositions
atomiques)




Structure de Kripke

e Definition: M=(Q, T, A, qo, AP, )
e Q :ensemble fini d’etats
e A :alphabet d’actions (facultatif)
T :relation de transitions entre états
* Qo :état initial

* AP :ensemble de propositions atomiques

e |:Q —2", étiquetage des états




Structure de Kripke

e Soit M=(Q, T, A, qo,AP, ) une structure de
Kripke.

e Soit g un état. Lensemble {q’€Q)]| il existe a
eA, (q,a,q)eT} est 'ensemble des
successeurs de q.




Exemple: distributeur

get_soda get_beer

msert_corn

[Principles of Model-Checking,
C. Baier, J.-P. Katoen]




Exemple: circuit

N W) N ixd
X Y x=0 r:O} Ix:lr:()j
ng:O r=1 x=1r=15
r {r} {x,r,y}

[Principles of Model-Checking,
C. Baier, J.-P. Katoen]




Exemple: exclusion mutuelle




Structure de Kripke

e Soit M= (Q,T,A, qo,AP ).

* On supposera que T est totale, i.e., chaque
etat a au moins un successeur.

 On peut completer une structure de
Kripke : on rajoute un etat puits successeur
des etats dead-lock.




Executions et traces

e Soit M=(Q, T, A, qo,AP, |). Une execution de
M est une sequence infinie r=qoaoqiaiq2az...
telle que (qgi,ai,qi+1)€ T, pour tout i=0.

* On peut omettre I'étiquetage des
transitions : r=qoqiqz...

* Une trace d’execution de M est I'etiquetage
d’'une execution: [(r)=l(qo)l(qi)l(q2)...




Arbre d’executions d’une
structure de Kripke




Arbre d’executions d’une

structure de Kripke

e Correspond au «depliage» de la structure de
Kripke

e Sa racine est 'etat initial de la structure de
Kripke

e Au niveau i, les fils d’'un noeud sont les etats
successeurs au niveau i+ |

e La relation de transition est totale : I’'arbre
est infini




Systemes concurrents

e Compositionnalite des modeles, description modulaire

e Differents modes de synchronisation

entrelacement
variables partagees

communication par rendez-vous (synchrone)

communication par canaux de communication
(asynchrone)

produit synchrone

* explosion combinatoire




Exemple : exclusion mutuelle |l

request, ,request,

y:

release

P I request,
n1 w1
release

P2 (e

release




Descriptifs de haut niveau

* Programmes sequentiels
* Programmes concurrents

e Reseaux de Petri




Exercice

T
@ P1,P2
— S Q > S
A
Y 3 et
o \
S9 > S3
D2

* Decrire formellement la structure de Kripke ci-dessus.

e Donner une exécution, une trace d’execution

* Dessiner I'arbre d’exécutions associe (3 premiers niveaux).




2. Specifications




Proprietes sur les

systemes de transition (|)

* |nvariance :tous les etats du systeme
verifient une certaine propriete

e Surete : quelque chose de mauvais n’arrive
jamais

e Accessibilite :un etat donne est accessible
depuis I'etat initial




Proprietes sur les

systemes de transition (ll)

* Vivacite : Quelque chose de «bony finira
par arriver

* Equite : Quelque chose se produira
infiniment souvent




Logiques temporelles

* Permettent d’exprimer proprietes sur
sequences d’observations

* Utilisation de connecteurs temporels et
de quantificateurs sur les chemins




Logiques temporelles :

pourquoi’

* On pourrait utiliser logique du premier
ordre.

* Exemple : «toute requete sera un jour
satisfaitey

Vit - (requete — 3t’ >t - (reponse))




Logiques temporelles :

pourquoi’

* On pourrait utiliser mier

ordre.

ete sera un jour

Vit - (requete — 3t’ >t - (reponse))




Logiques temporelles

* Pas de variable (instants implicites), mais
modalites.

* Temporel # temporise : logiques
temporelles ne quantifient pas écoulement
du temps.




Logiques temporelles

lineaires ou arborescentes

e 2 approches :

* temps lineaire : propriétés des sequences
d’executions (futur determine)

* temps arborescent : proprietes de I
arbre d’executions (tous les futurs
possibles)




2.2 La logique LTL




Logique temporelle lineaire : LTL

[Pnueli 77]

e Modele des formules : une trace
d’execution infinie.

e t,iF ssilaformule ¢ est verifiee a la
position i de la trace.

e Defini inductivement sur la formule




Logique temporelle lineaire : LTL

* Rappel : une trace d’execution = execution

dans laquelle seul I'eétiquetage des etats est
visible

e — c’est un mot (infini) sur l'alphabet 24",

* Soit t une trace, on note t(i) la «lettre» a la
position i=0, i.e.'ensemble des
propositions atomiques vraies.




Logique temporelle lineaire : LTL

- 0000 -

p p p

— \




Logique temporelle lineaire : LTL

v @-@-0-0-0—
Exemples : Xp @—»@

X

PP
X (Xp)




Logique temporelle lineaire : LTL

v @-@-0-0-0—
Exemples : Xp @—»@

X

p p
X0
»




Logique temporelle lineaire : LTL

v @-@-0-0-0—
Exemples : Xp @—»@

X

p p
w0 Q—~@—0—0—0— -
Xp p




Logique temporelle lineaire : LTL

@ Q@W
o 1+ Q@O OO -

Xp

X0 @—@

X(Xp)  Xp




Logique temporelle lineaire : LTL

X Q—*?—*Q—’Q—’Q—’
TR C N—




Logique temporelle lineaire : LTL

- @-@-0-0-0—




Logique temporelle lineaire : LTL

FEp - Q—»@—»@—»?—»Q—»

FP




Logique temporelle lineaire : LTL

FEp - Q—»S—»@—»?—»Q—»

FP




Logique temporelle lineaire : LTL

- Q—G—G—G—O—>

FP  FP  FQ
F(P




Logique temporelle lineaire : LTL

- Q—G—G—@—O—>

FP  FP  FQ
F(P

T TR —




Logique temporelle lineaire : LTL

G Q—»O—»?—»?—»?—»




Logique temporelle lineaire : LTL

o O~O-@—@—@— -

P P P
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Logique temporelle lineaire : LTL

o O~O-@—@—@— -

P P P
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Logique temporelle lineaire : LTL

G Q—»O—»?—»?—»?—»

G GP

G OO D




Logique temporelle lineaire : LTL

G Q—»O—»?—»?—»?—»

G G GY

G OO D




Logique temporelle lineaire : LTL

ovr @-@-@-@-@— -




Logique temporelle lineaire : LTL

ovr @-@-@-@-@— -

@ U,




Logique temporelle lineaire : LTL

ovr @-@-@-@-@— -

@ U,




Logique temporelle lineaire : LTL

p::= peAP | 7@ | Qv

t,i F p ssi pet(i)
t,l E 1 ssit,i ¥ @
t,i E @1V @assitik @ out,ik @




Logique temporelle lineaire : LTL

(= peAP | @ | VP

“=pVv-p, pour peAP quelconque
1=T

PiAP2 =7(7Q IV

P1?P2= 7P IV




Logique temporelle lineaire : LTL

En fait, F¢p et G macros aussi :
. Fo=TUQ®

y Gp= =F(=p)

Exercice : verifier.




Logique temporelle lineaire : LTL

p::= peAP | 7@ | Qv

e Autres macros utiles :

e (Weak until) @ W, = G, v @ Uy,

* (Release) @Rz = @2 W (PiAD2) = G,
vV @2U (i 2)




LIL : Exemples

e Accessibilite : F (x=0)

* |nvariance : G 7(x=0)

* Vivacite : G(request — F response)

* Equite forte : GF enabled = GF scheduled
* Equite faible : FG enabled = GF scheduled

e Relachement de contrainte : reset R alarm




LTL : Exercice |

Toute requéte sera un jour satisfaite (AP = {requete, reponse})

A chaque fois que de I'argent a éte retire, le code pin a éteé fourni
(AP={cash-withdraw, pin-ok})

Deux processus ne sont jamais en section critique en meme temps (AP=
{critique, critique,})

Si un processus demande I'acces en section critique, il 'obtiendra un jour
(AP = {demande_crit, acc_crit})

Une fois que le feu est vert, il ne peut pas devenir rouge immeédiatement
(AP= {vert, rouge})

Lorsque le feu est rouge, il deviendra vert un jour

Lorsque le feu est vert, il deviendra rouge un jour, apres avoir eté orange
(AP= {vert, rouge, orange})




LTL : Exercice |l

e Vérifier que " X=X, (¢ UE;)= 7@ R~

* Dites si,a chaque position de la trace ci-dessous,
les propositions suivantes sont verifiees : pAq,

F(pAq), pUq.

O SO




LTL : Exercice |l

e Les équivalences suivantes sont-elles vraies?

G(FpaFq) « GFpAGFq
F(GpAaGq) «FGpAFGq
G(FpvFq)<GFpvGFq
F(GpvGq)«FGpVvFGq
GF(pArq)«GFpAGFq
GF(pvq)<~GFpvGFq
FG(pAq)<FGpAFGqg

FG(pvq)—FGpVvFGq




2.3 CTL




Exprimer la possibilite

* |a propriete «a chaque fois que paid est
verifig, il est possible d’obtenir une bierey
n'est pas exprimable en LTL!

get_soda

get_beer get_soda get_beer

msert_coin msert_coin

{paid}

{paid,
soda} beer}




Computational Tree Logic : CTL

[Clarke, Emerson 81]

* Modele des formules : etat de 'arbre d’executions
infini.

e Ms E ssila formule ¢ est verifiee a I'etat s de la
structure de Kripke M.

* On note S(y) 'ensemble des etats s t.q.M,s F @

* Ajout de quantificateurs sur les chemins dans
I'arbre : E et A.

e Defini inductivement sur la formule.




CTL: syntaxe et semantique




CTL: syntaxe et semantique

EX(P

— e




CTL: syntaxe et semantique




CTL: syntaxe et semantique

s EF ElU’ ssi il existe une execution sos|...sk telle




CTL: syntaxe et semantique

, () PV




CTL: syntaxe et semantique

s k p ssi pel(s)
Sk ssis FE @
SEW@IVYassisk @ ousE P




CTL : macros

e EFp =ETUQ®
* AFp=ATU®
e EGp=-AF-p
e AGp=-EF~@




CTL : Equivalences de

formules

e AX=-EX-p

* ApUQ@’'=-E~(pUQ@’)=-E(G~@’va@'U(np
ATQ’))=EGQ’ ARE(m@'U(m A1)




CTL : Lois d’expansion

* AQUQO=@"V(PAAX(AQUY))
* AFp=@Vv(AXAF®)

e AG=@pAAXAGY

* EQU@'=@'v(PAEXE(@U®’))
e EF=@VvEXEFp

e EG=@AEXEGQY




CTL : lois distributives

e AG(pAW’)=AGPAAGY’
* EF(¢ppv@’)=EFQVEFQ’




Exemples

* Accessibilite : EF(x=0)
* |nvariance :AG-(x=0)

* Vivacite :AGAF(active)




Exercice

p,T p,T p,q
6

@

()
o
q P, q q r

S(EXp)? S(AXp)?
S(EFp)? S(AFp)?
S(EqUr)?S(AqUr)?




Exercice

Toute fraude est susceptible d’étre détectée un jour(AP={fraude,
detect})

Deux processus ne sont jamais en section critique en meéme temps
(AP={critl,crit2})

Toute requéte sera un jour satisfaite (AP = {requete, reponse})
Le processus est activé infiniment souvent (AP= {active})

Il est possible qu’a partir d'un moment, I'alarme sonne
continuellement (AP= {alarm})

La lumiere finit toujours par s’éteindre (AP= {off})

La lumiere finit toujours par s’eteindre et la ventilation tourne tant
que la lumiere est allumée (AP= {ventilation,off})




Comparaison LTL/CTL

e Laformule CTL AF(anEXa) n'est pas
exprimable en LTL

* Laformule LTL FG request — GF response
n'est pas exprimable en CTL

e LTL et CTL incomparables!
e LTL et CTL inclus dans CTL*




3.Algorithmes de Model-
Checking




Model-Checking de LTL

* Donnees : Une structure de Kripke
M=(Q,T,A, qo,AP, 1) et une formule LTL ¢.

* Question : Est-ce que Mk !

* ME @ ssit,0F @ pour toute trace initiale
t de M.




Exercice

ME?

e @W=FGc

e P=GFc

e P=Ga

e @=aU(G(bvc))
e X-ac—XXc

[ ] / [ ]




Model-Checking de LTL:

principe
e Soit X un alphabet. On note X I'ensemble des

mots finis et 2 “les mots infinis.

e Modeles de ¢p = mots infinis. Soit [ @ ] le langage
des modéles de la formule : [ @ 1={te(2"")" | t, O p}

e Soit [M] le langage des traces initiales de M :[M]=
{te (2°")"| t est une trace initiale de M}

* Le probleme du model-checking revient donc a
verifier si :[MIC[ @ ]




Outil : les automates de

Buchi

e Definition : Un automate de Buchi est un n-uplet
A=(Q, 2, I, T, F) avec

e Q un ensemble fini d’etats

e 2 un alphabet fini

e |CQ les etats initiaux

e TCQ x 2 x Q la relation de transition

« FCQ un ensemble d’etats acceptants (ou repetes)




Outil : les automates de

Buchi

 Une execution de A sur un mot infini w=wow wxa...
w 1 4
de 2" est une séquence r=qoqiqzqs... telle que qoel

et (qi,w;,qgi+1)€ I, pour tout i=0.
* r est acceptante si gicF pour un nombre infini de i.

* w estaccepte par A s’il existe une execution
acceptante de A sur w.

o L(A)={we =" | w accepté par A}.




Automate de Buchi: exemple
Ny
gt

L(A) = {w € 1a,b;" | |w|a = w}




Automate de Buchi: exemple
L(A)?




Automates de Buchi non-

deterministes

e Les automates de Buchi non deterministes
sont plus expressifs que les automates de
Buchi deterministes

* Les langages reconnus par un NBA forment
les w-reguliers

* Toute formule de LTL peut etre reconnue
par un NBA




Les automates de Buchi

pour LTL

e Definition : Un automate de Buchi est un n-uplet
A=(Q, 2, |, T, F) avec

e Q un ensemble fini d’états

e 2 un alphabet fini

e |CQ les états initiaux
e TCQ x 2 x Q la relation de transition

 FCQ un ensemble d’etats acceptants (ou repetes)




Les automates de Buchi

pour LTL

e Definition : Un automate de Buchi est un n-uplet
A=(Q, 2, |, T, F) avec

e Q un ensemble fini d’états

e 2 un alphabet fini |> = 247

e |CQ les états initiaux
e TCQ x 2 x Q la relation de transition

 FCQ un ensemble d’etats acceptants (ou repetes)




Exercice

* Exemple :automate de Buchi reconnaissant
P, Xp.

e Construire des automates de Buchi
reconnaissant Fp, XXp, Gp, FGp, GFp, pUq,

PRq.




Automates de Buchi et

LTL

* |Les formules de LTL sont moins
expressives que les automates de Buchi

e Exemple : «Un instant sur deux,
'evénement a arrive.» est une propriete
wreguliere non exprimable en LTL




Automates de Buchi

Theoreme : Les automates de Buchi sont
clos par union, intersection, et complément.

Theoreme : on peut tester le vide d’'un automate
de Buchi.




Automates de Buchi - Test du vide

* Chercher si un etat acceptant est accessible
depuis I'etat initial

* Chercher si cet etat appartient a un cycle




Model-Checking LTL :

approche par automates

* Donnee: Structure de Kripke M, formule LTL .

* Etapes de l'algorithme :

* Transformer M en un automate Am tel que
L(Am)=[M] (assez facile)

* Transformer p en un automate A, tel que
L(Ao)=[ @1 (plus difficile)

* Tester si L(AM)C L(Ayp), i.e., si L(AM)NL(Ayp)=2.




Model-Checking LTL :

approche par automates

* Donnee: Structure de Kripke M, formule LTL .

* Etapes de l'algorithme :

* Transformer M en el que
L(Am)=[M]




Model-Checking LTL :

approche par automates

* Donnee: Structure de Kripke M, formule LTL .
* Etapes de l'algorithme :

* Transformer M en un automate Am tel que
L(Am)=[M]

* Transformer p en un automate A-, tel que

L(A-)=[~¢p]
e Tester si L(Am)nL(A-¢)=2.




Transformer ¢ en un

automate de Buchi

|. Automates de Buchi genéralises
2. Reduire la formule
|. Forme normale negative

2. Reduire les connecteurs temporels

3. Transformation en automate de Buchi
generalise




Transformer ¢ en un

automate de Buchi

|. Automates de Buchi genéralises
2. Reduire la formule
|. Forme normale negative

2. Reduire les connecteurs temporels

3. Transformation en automate de Buchi
generalise




Automates de Buchi generalises

e Definition : Un automate de Buchi genéralisé est un
n-uplet A=(Q, 2, |, T, F) avec

e Q un ensemble fini d’états

e 2 un alphabet fini

e |CQ les etats initiaux

e TCQ x 2 x Q la relation de transition

e F={F,F3...,F}C2% un ensemble d’ensemble d’états
acceptants (ou repetes)




Automates de Buchi generalises

* Une execution de A sur un mot infini
W=wow W>... de 2 “est une séquence r=qoqq2s...
telle que qoel et (qi,wi,qgi+1)€ T, pour tout i=0.

* r est acceptante si pour tout FeF, g€} pour un
nombre infini de i.

* w est accepte par A s’il existe une exécution
acceptante de A sur w.

e L(A)={we Z” | w accepté par A}.




Automates de Buchi generalises :
exemple




Des ABG aux AB

Theoreme : Tout automate de Buchi generalise A

peut étre transforme en un automate de Buchi A’
tel que L(A)=L(A’)




Transformer ¢ en un

automate de Buchi

|. Automates de Buchi genéralises
2. Reduire la formule
|. Forme normale negative

2. Reduire les connecteurs temporels

3. Transformation en automate de Buchi
generalise




Forme normale negative

@=L |T|p|7p|Pve | PArQ |

.—|—|P=P
*1(P1VP2)=P AP
* (P IAP2)="@ VP2
*1(XP)=X(~p)
*(¢1UP2)=@ R,
*(¢P1RP2)=~@ U,




Exercice

* Transformer G(p—Fq) en forme normale
negative




Reduire les connecteurs

temporels

* |dee :Un etat de notre graphe va
representer I'ensemble des propositions
atomiques verifiees au prochain instant de la
sequence, et I'ensemble des sous-formules
qu’il xpromet» de veérifier a 'état suivant.

* Pour cela, on ne veut que des propositions
atomiques (ou negations), et des sous-
formules commengant par X (next).




Reduire les connecteurs

temporels

e Un ensemble Z de formules en forme
normale négative est reduit si

(1) pour tout zeZ, z est de la forme p, 7p
ou X(z')

(2) il est cohérent: L&Z,{p,p}ZLZ, pour
tout peAP.




Reduire les connecteurs

temporels

* On utilise les equivalences suivantes :
* QU = @V(PpAX(pUpY))
* QRY’ = (PAQ) V(P AX(PRP))




Construction du graphe de reduction




Construction du graphe de reduction

[ zu{pve} ]

O\
[ Z U {Q] ][ zu{P’} ]




Construction du graphe de reduction

[ zupve} (zu(prp’} )

([ Zu{®} ) ( zu} ) (Zu{p.} )




Construction du graphe de reduction

[ zu v} ] ([ ZuiPrQ?} )
([ Zu{®} ) ( zu} ) (Zu{p.} )

(zuipUp} )

AN

{ ZU Q') ) [ZU{cp_,X(CPUcp’)ﬂ




Construction du graphe de reduction

[ zupve} (zu(prp’} )

~.

([ Zu{®} ) ( zu} ) (Zu{p.} )




Exemple de reduction d’'une formule

Ug)A(=rU
(PUg)A(=rUs) [(pUq)/\ (—-rusﬂ




Exemple de reduction d’'une formule

Ug)A(=rU
(PUg)A(=rUs) [(pUq)/\ (—-rusﬂ

!

[ pUq, rUs ]




Exemple de reduction d’'une formule

(PUgQ)A(7rUs)
(PUQA(~rUs)

!
}pUq, rUs ]

[P,X(PUq), ﬂrUSJ




Exemple de reduction d’'une formule

(PUgQ)A(7rUs)
(PUQA(~rUs)

je=n]

[p,X(pUq), -rUsJ [7], rUs ]




Exemple de reduction d’'une formule

(PUq)A(ﬂrUS)

(PUCI)/\(""US

pUq, -lrUs

pX(pUq) -IrUs [7], rUs ]

P,X(PUq) s




Exemple de reduction d’'une formule

Ug)A(=rU
(PUg)A(=rUs) [(pUq)/\ (—-rusﬂ

pUq, ﬂrUs{
[p X(pUq), 7 rUs [7], rUs ]

\

X(pUq), -




Exemple de reduction d’'une formule

Ug)A(=rU
(PUg)A(=rUs) [(pUq)/\ (—-rusﬂ

pUq, -lrUs

[pX(pUq) —rUs [7] rUs ]
\ \

XEU09),=
;(ﬂ(fu;;) r PX(PUq) S [ +> ]




Exemple de reduction d’'une formule

(PUgQ)A(7rUs) [

(PUCI)/\(""US)

pUq, ﬂrUs{
[P’X(PUCI), ~rUs ‘;1 —rUs ]
\ \

i O | ) G




Transformer ¢ en un

automate de Buchi

|. Automates de Buchi genéralises
2. Reduire la formule
|. Forme normale negative

2. Reduire les connecteurs temporels

3. Transformation en automate de Buchi
generalise




Exemple (suite)
(PUCI)/\(""US)
e}
}((PUCI) ~rUs ‘;q rUs ]

~

[;iﬁfg;;)ﬂ“ ][ XpUq) s ﬂrxm us)][ q, s




Exemple (suite)
(PUCI)/\("'"US)
}p —lr’U{k
-
}((PUq) -rU ‘;q ~rUs ]
~.

(PX(pUq), 7, ][ X( pUq) s , i, X(r Us)][ q,S

(X(=rUs)




Exemple (suite)

(PUCI)/\(""US)

()

2 p A

}((PUCI) -'rUs] A;q rUs ]
\

P G e e




Exemple (suite)
[(pUq)/\(—lrUS)
pU ﬂrU{
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Exemple (fin)

FpUq={3,4} F—lrUs={2,4}




Model-Checking LTL :

approche par automates

* Donnee: Structure de Kripke M, formule LTL .
* Etapes de l'algorithme :

* Transformer M en un automate Am tel que
L(Am)=[M]

* Transformer @ en un automate A~ tel que

L(A-¢)=[~@] vV
e Tester si L(Am)NnL(A-¢)=2.




Model-Checking LTL :

approche par automates

* Donnee: Structure de Kripke M, formule LTL .
* Etapes de l'algorithme :

* Transformer M en un automate Am tel que
L(Am)=[M]

* Transformer p en un automate A- tel que

L(A-)=[~@] v
e Tester si L(AM)NL(A-¢)=2.




e Soit M=(Q,T,A, qo,AP,I) une structure de Kripke. On construit
un automate de Buchi B= (Q’, 2,q’0,T’, F) tel que L(B)=[MI:

e |dee: on fait «basculery les etiquettes des etats vers les

Transformer M en un

automate de Buchi

transitions + tous les etats sont acceptants

z=2AP
Q=T U {q0}
F=Q’

Soit t=(qg,q)< T, alors (qo’,1(qp),t)eT’

Soient t=(q,q’) et t'=(q

’ ’

q

)eT, alors (t,1(q),t)eT’




e au tableau




Model-Checking LTL :

approche par automates

* Donnee: Structure de Kripke M, formule LTL .
* Etapes de l'algorithme :

* Transformer M en un automate Am tel que

L(Am)=[M] ¢

* Transformer p en un automate A- tel que

L(A-)=[~@] v
e Tester si L(AM)NL(A-¢)=2.




Model-Checking LTL :

approche par automates

* Donnee: Structure de Kripke M, formule LTL .
* Etapes de l'algorithme :

* Transformer M en un automate Am tel que

L(Am)=[M] ¢

* Transformer p en un automate A- tel que

L(A-p)=[~@] v
e Tester si L(AM)NL(A-p)=9.




Tester le vide de

'intersection

* Construire 'automate AM®A- tel que
L(AM®A-p)= L(AM)NL(A-q). (cf théoreme)

* Rechercher s'il existe un mot accepte par
AM®A-¢ . (cf theoreme)




Model-Checking LTL: catching bugs
with a lasso




Model-Checking LTL :

approche par automates

* Donnee: Structure de Kripke M, formule LTL .
* Etapes de l'algorithme :

* Transformer M en un automate Am tel que

L(Am)=[M] ¢

* Transformer p en un automate A- tel que

L(A-o)=[p] v/
e Tester si L(AM)NL(A-¢)=2. vV




Model-Checking LTL :

approche par automates

* Donnee: Structure de Kripke M, formule LTL .
* Etapes de l'algorithme :

* Transformer M en un automate Am tel que
L(Am)=[M] ¢ o(M))

* Transformer p en un automate A- tel que

L(A-o)=[p] v/
e Tester si L(AM)NL(A-¢)=2. vV




Model-Checking LTL :

approche par automates

* Donnee: Structure de Kripke M, formule LTL .
* Etapes de l'algorithme :

* Transformer M en un automate Am tel que
L(Am)=[M] ¢ o(M))

* Transformer p en un automate A- tel que

L(A-@)=[~] v o)
e Tester si L(AM)NL(A-¢)=2. vV




Model-Checking LTL :

approche par automates

* Donnee: Structure de Kripke M, formule LTL .
* Etapes de l'algorithme :

* Transformer M en un automate Am tel que
L(Am)=[M] ¢ o(M))

* Transformer p en un automate A- tel que

L(A-@)=[~] v o)
* Tester si L(AM)NL(A-)=2. V' O(M|.21¥)




Model-Checking LTL:

techniques a la volee

e Pas necessaire de construire I'automate
produit en entier

* On construit pas a pas, et on s’arrete
lorsqu’on trouve un cycle (=contre-
exemple).




Rappels de CTL




CTL: syntaxe et semantique




CTL: syntaxe et semantique

EX(P

SHEXQssi/ o successeurdeseq. KO




CTL: syntaxe et semantique




CTL: syntaxe et semantique




CTL: syntaxe et semantique

’ ssi pour toute exécution sos|... telle que so=s, Ik t.q. sk




nmvw u v wm

CTL: syntaxe et semantique

p::= peAP | @ | @V

= p ssi pel(s)
= ssi s @
= V2ssisE@ious k@

= EX ssi il existe s, successeur de s, t.q. S'FQ




CTL : macros

e EFp =ETUQ®
* AFp=ATU®
e EGp=-AF-p
e AGp=-EF~@




CTL : Equivalences de

formules

e AX=-EX-p

e ApU@’=-E~ (U’ )="EG@’AE(m’U(n
PATP’))




CTL : Lois d’expansion

* AQUQO=@"V(PAAX(AQUY))
* AFp=@Vv(AXAF®)

e AG=@pAAXAGY

* EQU@'=@'v(PAEXE(@U®’))
e EF=@VvEXEFp

e EG=@AEXEGQY




CTL : lois distributives

e AG(pAW’)=AGPAAGY’
* EF(¢ppv@’)=EFQVEFQ’




Model-Checking de CTL

* Donnees : Une structure de Kripke
M=(Q,T,A, Qo,AP |) et une formule CTL .

* Question : Est-ce que Mk !

* ME @ ssi Qo CS().




Exercice

Mecp!?

@ = A(aUb)vEXEGb

=AG(A(aUb))




Model-Checking de CTL :

principe

* Procedure de marquage des etats par les
sous-formules de .

e |nduction sur les sous-formules

* Arbre syntaxique de




Arbre syntaxique : exemple

=EXaAE(bU(EG~c)) G
&

oo

&
O
©




Procedure de

marquage: mark(¢)

°* sip=p:

pour tout seQ s.(p:=(pe I(s));

si (p="’:

mark(p’);

pour tout s€Q s.(p:="s.p’;

si =@ Vv,

mark(e,); mark(e,);

pour tout s€Q, 5.(P:=s.(P Vs.(D,;
si Q=EX’:

mark(’);

pour tout s€Q, s.(p:=false;

pour tout (t,s)eT, si s.(p’, alors t.(p:=true;
si (P=AXQ’:

mark(p’);

pour tout seQ, s.(p:=true;

pour tout (t,s)eT, si 7s.¢p’, alors t.(p:=false;

A\ P Y1 A/ )(]




Procedure de marquage: mark(y)

e cas E U, idée = Ep,U,=@,Vv (@, AEX(Ewp,U®,))
X=Sat(p;y)U (Sat(p)nPre(X))
* si =k U, :

mark(,);mark(p,);
L:=;

pour tout s€Q, s.(p:=s.(,; si 5., L:=L U{s};
tant que L+
pour tout sel, L:=L\{s};

pour tout predecesseur t de s, si t. @At (P, alors t.
p:=true ; L:=LU{t};




Procedure de marquage: mark(y)

* cas AQ U, idée = AP U, =@, v( AAX(AP U®,))
X=8at(p,)U (Sat(p,)n{teS| Vs, (t,s)T, seX})
* si@=Ap Up,:
mark(¢p,);mark(p,);
L:=2;
pour tout s€Q, s.(p:=s.(p2; s.nb=degree(s);si s., L:=L U{s};
tant que L#J
pour tout seL, L:=L\{s};
pour tout predecesseur t de s,
t.nb:=t.nb-1;

si t.nb:=0At. (p;At. @, alors t. p:=true ; L:=LU{t};




Exemple : un four a microondes

¢ =AG(Start— AF Heat)
==E(TU
(StartA—(A(TU Heat))))

start oven

open door
cook

start oven start cooking

Start warmup Start
Close Close
Heat

[Model-Checking, Clarke, Grumberg, Peled]

open door

)
reset




Exemple : un four a microondes

¢ =AG(Start— AF Heat)
==E(TU
(StartA—(A(TU Heat))))

start oven

open door

cook

open door close doo

open door 9 start cooking

Start
Start
Heat

[Model-Checking, Clarke, Grumberg, Peled]




Exemple : un four a microondes

¢ =AG(Start— AF Heat)
==E(TU
(StartA—(A(TU Heat))))

start oven

open door

cook

open door close doo

open door 9 start cooking

Start
Start
Sta It Sta rt C’lzge aarmap Close Sta’ re
Heat /Heat

[Model-Checking, Clarke, Grumberg, Peled]




Exemple : un four a microondes

¢ =AG(Start— AF Heat)
==E(TU
(StartA—(A(TU Heat))))

start oven

open door
cook

open door close dogr start oven start cooking
reset

nb=1 nb=1
Start
Start warmup Start
Start | Close Close A(TUHeat
Heat /Heat ( )

[Model-Checking, Clarke, Grumberg, Peled]




Exemple : un four a microondes

¢ =AG(Start— AF Heat)
==E(TU
(StartA—(A(TU Heat))))

start oven

open door
cook

open door close dogr start oven start cooking
reset

nb=1 nb=1
Start
Start warmup Start
Start | Close Close A(TUHeat
Heat /Heat ( )

[Model-Checking, Clarke, Grumberg, Peled]




Exemple : un four a microondes

¢ =AG(Start— AF Heat)
==E(TU
(StartA—(A(TU Heat))))

start oven

open door
cook

open door close dogr start oven start cooking
reset

nb=1 nb=0
Start
Start warmup Start
Start | Close Close A(TUHeat
Heat /Heat ( )

[Model-Checking, Clarke, Grumberg, Peled]




Exemple : un four a microondes

¢ =AG(Start— AF Heat)
==E(TU
(StartA—(A(TU Heat))))

start oven

open door
cook

2 start oven start cooking
reset

nb=0 nb=0
Start
Start warmup Start
Start | Close Close A(TUHeat
Heat /Heat ( )

[Model-Checking, Clarke, Grumberg, Peled]




Exemple : un four a microondes

¢ =AG(Start— AF Heat)
==E(TU
(StartA—(A(TU Heat))))

start oven

open door
cook

2 start oven start cooking
reset

nb=0 nb=0
Start
Start warmup Start
Start \ Close Close HeatA(TUHeat)
A(TUHe

[Model-Checking, Clarke, Grumberg, Peled]




Exemple : un four a microondes

¢ =AG(Start— AF Heat)
==E(TU
(StartA—(A(TU Heat))))

start oven

nb=2

open door
cook

nb=2
Start Heat
nb=| A(TUHeat)
open door 2 start oven start cooking
reset
nb=2
Start

nb=0 nb=0
Start
Start warmup Start
Start \ Close Close HeatA(TUHeat)
A(TUHe

[Model-Checking, Clarke, Grumberg, Peled]




Exemple : un four a microondes

¢ =AG(Start— AF Heat)
==E(TU
(StartA—(A(TU Heat))))

start oven

open door
cook

Start Heat
A(TUHeat)
open door close dogr start oven start cooking
reset
Start

Start
Start warmup Start
Start \ Close Close HeatA(TUHeat)
A(TUHe

[Model-Checking, Clarke, Grumberg, Peled]




Exemple : un four a microondes

¢ =AG(Start— AF Heat)
==E(TU
(StartA—(A(TU Heat))))

start oven

A(TUHeat)

open door
cook

~A(TUHeat) "

open door 9 start cooking

Start
"A(TUHeat) Start Start @ warmup 2035 IS_Itart
¢a eat

[Model-Checking, Clarke, Grumberg, Peled]




Exemple : un four a microondes

¢ =AG(Start— AF Heat)
==E(TU
(StartA—(A(TU Heat))))

start oven

~A(TUHeat) "

close doaTr
reset

open door

_'A(TU H eat) Start

open door
cook

start oven start cooking

Start warmup
Close

[Model-Checking, Clarke, Grumberg, Peled]

Start
Close
Heat




Exemple : un four a microondes

¢ =AG(Start— AF Heat)
==E(TU
(StartA—(A(TU Heat))))

start oven

E(TUS)

close doaTr
reset

open door

E(TUS)

open door
cook

start oven start cooking

Start warmup
Close

[Model-Checking, Clarke, Grumberg, Peled]

Start
Close
Heat




Exemple : un four a microondes

¢ =AG(Start— AF Heat)
==E(TU
(StartA—(A(TU Heat))))

start oven

open door
cook

E(TUS)

start oven start cooking

Start warmup Start
Close Close
Heat

[Model-Checking, Clarke, Grumberg, Peled]

close doaTr
reset

open door

E(TUS)




Exemple : un four a microondes

¢ =AG(Start— AF Heat)
==E(TU
(StartA—(A(TU Heat))))

start oven

open door
cook

E(TUS)

start oven start cooking

Start warmup Start
Close Close
Heat

[Model-Checking, Clarke, Grumberg, Peled]

close doaTr
reset

open door

E(TUS)




Exemple : un four a microondes

¢ =AG(Start— AF Heat)
==E(TU
(StartA—(A(TU Heat))))

start oven

open door
cook

E(TUS)

start oven start cooking

Start
Close
Heat

[Model-Checking, Clarke, Grumberg, Peled]

close doaTr
reset

open door

E(TUS)




Exemple : un four a microondes

¢ =AG(Start— AF Heat)
==E(TU
(StartA—(A(TU Heat))))

start oven

open door
cook

E(TUS)

open door 9 start cooking

E(TUf) @ warmup (517N E(TUF)
Close
(1-LJf) Heat

[Model-Checking, Clarke, Grumberg, Peled]




Exemple : un four a microondes

¢ =AG(Start— AF Heat)
==E(TU
(StartA—(A(TU Heat))))

start oven

open door
cook

E(TUS)

open door 9 start cooking

E(TUf) @ warmup (517N E(TUF)
Close
(1-LJf) Heat

[Model-Checking, Clarke, Grumberg, Peled]




Exemple : un four a microondes

¢ =AG(Start— AF Heat) S(¢p)=0
==E(TU
(StartA—(A(TU Heat))))

start oven

start oven start cooking

Start warmup Start
Close Close
Heat

[Model-Checking, Clarke, Grumberg, Peled]

open door

)
reset




Complexite

* Complexite en temps est O(|M|.|p|)

e MAIS formules CTL peuvent etre plus
grosses que formules LTL!




Exercice

{a,b,c} (so @{a}
D) {b} >/@{a,c}
{b,c} (s2 61 {a,b}




3.3 Inclure des notions

d’ equite




Executions equitables

 Chaque processus est active infiniment
souvent : A (GF enabled;)

* Aucun processus ne reste infiniment dans
la section critique : A (FGecritici)=
AiGF(critic)




Contraintes d’equite

* Contrainte d’equite inconditionnelle : GF¢p
e Contrainte d’équité forte : GF¢p— GFp’
e Contrainte d’équité faible : FG¢p— GF’




Conditions d’equite

* Une condition d’equite est une conjonction
de contraintes d’equite

* Une condition d’equite est une formule
LTL!




Executions equitables

e Soit t une trace d’execution d’une
structure de Kripke M, fair une condition
d’equite

* t est equitable si t,0F fair




LTL equitable

* Soit une structure de Kripke M, fair une
condition d’equite et ¢ une formule LTL.

* ME fir © ssi t,0F fir 9 pour toute trace

initiale t de M ssi t,0F (p pour toute trace
initiale equitable de M.




Exemple




Exemple

GF(wiA—c2) = GFci AGF(waA—c)) = GFe;




Exemple

GF(wiA—c2) = GFci AGF(waA—c)) = GFe;

A




Exemple

GF(wiA—c2) = GFci AGF(waA—c)) = GFe;

A

(FGn| = GFw/)A(FGny— GFwa)




Exemple

GF(wiA—c2) = GFci AGF(waA—c)) = GFe;

A

(FGn| = GFw/)A(FGny— GFwa)

M'zfair G FC | /\G FC2




Model-Checking LTL

equitable

Theoreme : MEgir @ ssi Mk fair = .




CTL equitable

 Conditions d’equite ne peuvent pas s’ecrire
en CTL

* On voudrait dire A(fair— ) ou E(fairn @)

mais ce sont des formules CTL*




CTL equitable

(p::= peAP | = | PV

s k p ssi pel(s)

SEFssis Q@
SEQ@|V2ssiskE @ ousE
s F ExX( ssi il existe une exécution equitable sgsj... tel que so=s, t.q. s|F




Model-Checking de CTL equitable

* On suppose qu’on a etiquete les etats avec une
nouvelle AP fair, qui indique s’il existe une
execution equitable partant de |'état

o skEERX ssi sfEX(pAfair)
e sSEAXQ ssi sEAX(~fairvg)
* stEpU’ ssi stEU(faira @)

* sEACPUW’ ssi sknEG 1’ AE(1@’U(nPAQ’)) ssi
sk EG@’ ATE(n’U(fairAmp A-’))




Model-Checking de CTL equitable

* |er probleme : Comment calculer fair?

* Rappel : sHair ssi il existe une execution
equitable partant de s

e — Depend de la condition d’equite!

* 2eme probleme : calculer E<G




Calculer fair : les composantes

fortement connexes

Definition : Dans un graphe, une composante
fortement connexe (SCC) est un sous-
graphe maximal tel que pour toute paire de
noeuds (s,s’) s’ est accessible depuis s, et s
est accessible depuis s’

Lalgorithme de Tarjan permet de calculer les SCC d’un graphe




Calculer fair : le cas

inconditionnel

On considere une condition d’equite de la forme
AiGF@;, avec ;formule CTL.

On marque les états par les ;

On calcule les SCC de M par l'algorithme de Tarjan.

Soit S’ 'union des SCC qui intersecte S(;), pour
tout .

fair est 'ensemble des etats pouvant atteindre S'.

(accessibilite se calcule en temps lineaire)




Calculer EfG :le cas

inconditionnel
e Effectuer mark(p).

* Soit M() la restriction de M aux états de S().
* Calculer les SCC de M(®) (algo de Tarjan).

* Soit S’ 'union de SCC de M(®) intersectant
S(Pi), pour tout i.

e M,skEfGQ ssi M,sFEQUS’ ssi M(),skEFS’.

e —probleme d’accessibilite.




Model-Checking de CTL equitable

* On suppose qu’on a etiquete les etats avec une
nouvelle AP fair, qui indique s’il existe une
execution equitable partant de |'état

o skEERX ssi sfEX(pAfair)
* SEAX( ssi S|=AX(_' fairV(P)
* stEpU’ ssi stEU(faira @)

* sEACPUW’ ssi sknEG 1’ AE(1@’U(nPAQ’)) ssi
sk EG@’ ATE(n’U(fairAmp A-’))




Model-Checking de CTL equitable

* On suppose qu’on a etiquete les etats avec une
nouvelle AP fair, qui indique s’il existe une
execution equitable partant de I'etat v

o skEERX ssi sfEX(pAfair)
* SEAX( ssi S|=AX(_' fairV(P)
* stEpU’ ssi stEU(faira @)

* sEACPUW’ ssi sknEG 1’ AE(1@’U(nPAQ’)) ssi
sk EG@’ ATE(n’U(fairAmp A-’))




Model-Checking de CTL equitable

* On suppose qu’on a etiquete les etats avec une
nouvelle AP fair, qui indique s’il existe une
execution equitable partant de I'etat v

o skEERX ssi sfEX(pAfair)
* SEAX( ssi S|=AX(_' fairV(P)
* stEpU’ ssi stEU(faira @)

* sEACPUW’ ssi sknEG 1’ AE(1@’U(nPAQ’)) ssi
sk EG@’ ATE(n’U(fairAmp A-’)) v




Et aussi...

e Autres logiques temporelles : CTL*,mu-

calcul... (plus expressives), ForSpec, PSL,
Sugar... (industrie)

* Methodes efficaces : methodes symboliques,
techniques de reduction (ordres partiels...)




