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Chapitre 1

Introduction Générale

1.1 Les systémes concurrents

Un systéme concurrent a événements discrets est un systénposé d’entités
s'exécutant en parallele et communiquer entre elles. Datte classe de sys-
témes, citons les systémes informatiques, les systemesdeqgbion, les réseaux
de communication, etc.

Ces derniéres décennies ont vu une évolution rapide de stsnsgs, liée es-

sentiellement aux progres technologiques du matériek massi a la conception
des systémes d’exploitations et des protocoles de comumtioricqui régissent le

fonctionnement et le parallélisme entre composantes ds#érags. La tendance
actuelle est de bénéficier de ce parallélisme en partiqubier améliorer les temps
de réponse ou encore partager I'espace mémoire. En corieepes taches de

synchronisation entre composants s’alourdissent et diegid tres complexes a
maitriser par des moyens humains.

La mise en ceuvre de tels systemes est contrélée par des meeitladsiques en
génie logiciel, partant de la spécification en fonction dedilyse des besoins jus-
gu’a la validation du produit final. Cependant, une carastiue importante de

ces systémes est leur propension a avoir un grand nombrermdements pos-

sibles. Cela est essentiellement di a I'exécution conetardes difféerents élé-

ments et aux multiples interactions qu’un élément du systgeut avoir avec son

environnement. Ce fait rend leur conception, leur réabgadt leur mise en ceuvre
difficile.

Dans le cycle de développement d’'un systéme concurrentgarastéristiques
particulieres rendent les phases\dificationet d’évaluation de performances
essentielles et cruciales, car elles permettent de centydle la spécification du
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systéme satisfait les propriétés attendues. Il en résuktetaut probléme lié au
comportement qualitatif (sGreté, équité, etc.), commeamportement quantita-
tif (taux de perte, vitesse moyenne de transmission, eitdétecté et corrigé tres
tét dans le cycle de vie.

Pour raisonner, sans risque d’ambiguité, sur une spéaficdt faut que cette
derniere soit décrite de maniére formelle. Le formalismeigitdoit répondre a
deux objectifs contradictoires. D’une part, il doit étrdfisamment expressif afin
de décrire toutes les parties délicates et sujettes a dgsoctements concurrents
complexes. D’autre part, cette expressivité est nécessairt limitée afin d’obte-
nir des algorithmes efficaces de vérification et d’évalusatie performances.

De nombreux formalismes dédiés a la concurrence ont et@pégppar exemple,
les automates communicants [BZ83, GR85], les algebres deegpsus CCS
[BHR84a], CSP [Mil89a], Estelle [HE93], LOTOS [GS90, BS&95 SDL
[Bro91], Unity [ZE99], Promela [BMVE98], etc. Par ailleyrdes formalismes
tels que les réseaux de files d’attente ont été développéd @aaiuation de per-
formances. Ces derniers disposent de techniques d’arégysavées (exactes ou
approchées) [BCMP75, Mar79, Bra85, BM89, BMT89, Dal90].

Parmi ces modeéles, lé€Réseaux de Petri (RdRPet62, Mur89] occupent une
place de choix si I'on considere la diversité des techniguesmatisées qui leur
sont associées. Dans leur forme standard, ils offrent unetste tres simple et
constituent le support de nombreuses études théoriquesysigsnes et de leurs
comportements. De plus, pour mener une étude quantitptiveeurs extensions
temporelles des RdP ont été proposées, en particulier Ieélsndds RdAP stochas-
tigues [Mol81, FN85].

Cependant, le formalisme des RdPs favorise I'étude du @lentles systemes au
détriment de la structuration des données, car il n'est peitefd’intégrer dans
les RdPs standard I'organisation des données transpoé@éesngées ou modi-
fiées. Afin de palier a ce probleme, différentes versions ds paut niveau ont
été proposées. Parmi les extensions les plus connues, orifgrues réseaux
colorés [Jen82], les réseaux a Prédicats/Transitions JL8s réseaux algé-
briques [Rei91], ou encore les réseaux bien formés [CDFH93]

Ces modéles ont pour but de permettre I'analyse des prépidéts systémes avant
leur réalisation.



1.2 Veérification qualitative

Elle consiste a définir les propriétés structurelles et amepmentales du systeme,
telles que I'absence de blocage (vivacité), les invaridatsystéme, le comporte-
ment borné, etc. Par exemple, dans un réseau de communijctime machine
A attend un message d’'une machBpour pouvoir poursuivre son processus de
communication et qu’en méme temps la machnattend un message de la ma-
chineA, le systeme est dans un état d'interblocage (en anglaisdiat#g et ne
peut plus évoluer. L'étude qualitative nous renseignerd'éuentualité d’un tel
état.

Selon la nature des propriétés a vérifier, les méthodes deaton peuvent étre

classées en trois grandes catégories :

— Les méthodes qui s’apparentent aux démonstrateurs dethés. Ce sont des
processus analytiques opérant par raffinement des prégriges outils aident
a concevoir les pas intermediaries de la preuve de la ptépfar contre, le
processus de vérification n’est que semi-décidable [AMBS595b].

— Les méthodes liées a I'analyse de la structure d'un systEles sont généra-
lement basées sur des méthodes algébriques, calcul dedlatéaprecherche
d’invariant [Cou90], preuves axiomatiques basées sull¢gbees de processus
[BHR84b, Mil89b], opérations de réduction sur les réseaReltri spécifiant le
systeme [Ber86, Ber87, Had87]. Ces méthodes ont 'avamtage pas explo-
rer I'espace d’états, cependant leur exploitation coreedas propriétés d’ordre
général, comme Il'accessibilité d’'un état, l'interblocagte. Par ailleurs, I'in-
terprétation des résultats obtenus est souvent diffiégefvée aux experts).

— Les méthodes dites exploratoires. Elles sont baséesgptdration d’'une par-
tie ou de la totalité des comportements possibles d’'un syst€es comporte-
ments sont représentés pargmaphe d’'accessibilitélont chaque nceud repré-
sente un état accessible par le systéeme et les arcs leediféthangements
gu'’il peut réaliser. Pendant longtemps, les seules tedesigroposées ont été
justement la construction de ce graphe et la simulatiosséait a I'ingénieur le
soin d’opérer la vérification lui-méme. Ces techniques epiis, été largement
étendues a la vérification automatique des propriétés [6HS8L93, Eme95].
On distingue les propriétés de vivacité attestant des ifmmoements souhai-
tés, des propriétés de slreté précisant les fonctionnementsont prohibés.
Une contrainte (mineure pour les systemes que nous consg)& prendre en
compte dans ces approches est que le graphe d’accessibititmbre d’états)
doit étre fini. D’autre part, ce graphe ne peut étre constyuét lorsque I'état
initial du systéme est fixé et les propriétés validées nerenseue pour cet
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état initial.

Le probleme majeur de ce type de méthodes est la taille sbaxeassive du
graphe d’accessibilité. En effet, elle peut étre expoedatpar rapport a la
taille de la description du systéeme. Cetbeplosion combinatoirelu nombre
d’états est due essentiellement a I'exécution concurréesedifférents objets
gui composent le systéme et a leur nécessaire synchramisati

Pour juguler les effets néfastes de I'explosion combimejaiifférentes solutions
ont été proposées et elles ont pour objectif, soit de rédaireprésentation du

graphe, soit de substituer au graphe un graphe plus peditritéres caractérisant
leur qualité sont : (1) leur pouvoir de réduction; (2) lespiétés préservées; (3)
leur capacité a étre utilisées conjointement avec d’auntthodes et (4) I'effica-

cité des algorithmes mis en ceuvre. Deux catégories de nmestisodt a distinguer :

les méthodes powgéreret celles poucombattrd’explosion.

Gérer. Cela consiste a minimiser I'impact de I'explosion combaiia en
choisissant une représentation des états et des compattepeeticulierement
concise. Les diagrammes de décision binaires ordonnés (BBiDary Deci-
sion Diagram) sont une structure de données permettaniptésentation de
fonctions booléennes et sur laquelle les opérations booée classiques sont
réalisées efficacement. En codant d’'une part 'ensembleétids accessibles
et d’autre part la relation de transition sous forme de BODest alors pos-
sible de définir des outils de vérification pour un grand namtte proprié-
tés [BCM"90, CE81, McM93]. Plusieurs structures basées sur le méimeijpe
ont été définies, telles que les diagrammes de décision deeder{DDD : Data
Decision Diagram) [CEPA02, TMIP04] ou encore les diagrammes de décision
hiérarchiques (SDD : Set Decision Diagram) [CTMO05].

Combattre. Ces méthodes s’attaquent aux racines du probleme.

— Les méthodes basées sur I'exploitationaenodularitédes systemes [Val93,
NM94, CP95]. Dans ces approches, on se base sur 'obsengum® certains
systémes sont constitués de modules. Dans ce cas, la téifide certaines
propriétés (e.g., la vivacité) du systéme global, peut &deiite a la vérifica-
tion de propriétés locales a chaque module. Ainsi, au lieaahestruire I'es-
pace d’états du systeme global, on construit les graphemdésles (beaucoup
moins gourmands en temps et en espace) qui seront compassaombinés,
pour obtenir une représentation du comportement du systéigiael.
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— Lorsque le parallélisme est représenté par entrelacedesnactions, les mé-
thodesd'ordre partiel visent a supprimer les entrelacement superflus dans
le graphe de comportement. En effet, les différents emteet@nts possibles
d’événements concurrents introduisent un grand nombrégigesices compo-
sées des mémes transitions, partant et arrivant aux méateseou seul I'ordre
d’apparition differe. Ces séquences “similaires” pasgantun nombre impor-
tant d'états différents. L'idée est de réduire le graphe @lmportement grace
a I'’équivalence de séquences. Il existe essentiellementtypes d’approches
pour ces méthodes, donnant des relations de réductiomestifés :

— Elimination de I'entrelacementcette approche cherche & obtenir un sous-
graphe du graphe de comportement comportant le moins derséegiéqui-
valentes possibles [WG93].

— Pas couvrant cette approche consiste a agglomérer des ensembles sie tran
tions indépendantes. Ces ensembles d’actions soptddse graphe obtenu
est un graphe de pas couvrants [VAM96].

— Le troisieme type de techniques se base sur I'observaticungsysteme
concurrent est souvent constitué d’éléments ayant des atenpentsforte-
ment symeétriques (globalement symétrigues) identiques a une permuta-
tion prés [Had88?, Dut91]. La factorisation de la représentation de ces com-
portements similaires permet la construction de graphdsite? qui peuvent
étre utilisés pour la vérification de propriétés dites,stlassifortement symé-
triques[ES96, ES97, 1A97].

Cependant, la pratique montre qu’'un grand nombre des sgstétndiés sont
constitués d’élément&iblement symeétriques.e., leurs comportements al-
ternent des comportements similaires sur certains él&dergéquences et dif-
férents (asymeétriques) sur d’autres. Pour ce type de sgstéatiispartiellement
symétriqued’application des techniques basées sur les symétribsigle sont
inefficaces. En effet, dans ces approches, les asyméirlesakes soient elles
seront considérées comme globales et par conséquentffisturaese répercu-
ter sur toute la construction, engendrant ainsi un taux diectéon minimum.

Plusieurs travaux ont étudié ce probleme, soit en ramergntée d'un sys-
teme partiellement symétriqgue a celle d’'un systeme symeér[ET99], soit
en développant de nouvelles approches profitant de la 1écddis asymé-
tries [HITZ95, AHI98, Cap00, HIAQO].

Puisque nos travaux s’integrent dans cette derniere aaéde techniques,
nous y reviendrons pour une étude détaillée dans le ch&pitre
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1.3 Evaluation de performances

La preuve des propriétés qualitatives d’'un systéme n’esémgdgement pas suf-
fisante pour assurer son bon fonctionnement. Par exempis,ldalomaine des
réseaux de communication, il est indispensable d’évatunx de perte de mes-
sages ou le temps moyen de réponse. On veut aussi testet tlefla variation
de certains parameétres sur le fonctionnement du systemmeiitionnement des
ressources). Ce type d’études quantitatives est appdiéaéiea de performances
des systémes.

L'un des formalismes utilisés pour la modélisation et liéegion de performances

fut les réseaux de files d’attente [Kle75]. L'avantage deype tde modeéles est
gu'’ils possedent des techniques d’analyse éprouvéestesxdac63, BCMP75]

ou approchées [Mar79, Bra85, Dal90], permettant d’obtensolution de cer-
taines classes de systémes, éventuellement infinis, saams$aruction de I'en-
semble des états accessibles du systéeme. Cependant,ibdesda réside dans
leur inadéquation avec les mécanismes de synchronisatowent nécessaires
pour la modélisation des systemes concurrents. L'ajoutegentécanismes par
des moyensd hoc- les sémaphores [SF86] ou encore les mécanismes fork/join
[DLT97] -, ne permet plus d’appliquer les méthodes analgiclassiques.

Dans une démarche opposée, les utilisateurs des RdPsydwbimanipuler les
mécanismes de concurrence a travers ce modele, ont étemdormalismes en
y ajoutant une temporisation [Mol81, FN85]. lls se sont tpgiment retrouvés
confrontés au méme probléme que les utilisateurs de filéedtas. Pour contour-
ner ce probléme, trois approches ont été envisagées :

— faire appel a lsimulation Elle consiste a reproduire I'évolution du systeme,
pas a pasen étudiant une réalisation particuliere du modele. léage de la
simulation est d’offrir une approche trés générale permneéttl’étudier n'im-
porte quel modele (des l'instant ou I'outil de simulation adapté au modele
considéré). Son gros inconvénient est, cependant, d’@edgachnique extré-
mement codteuse en temps de calcul et de ne pas garantir pioeagion ex-
haustive des comportements [GMKNOO, Beu03].

— la deuxiéme approche est d’appliquer des méthodes appatixes, efficaces
dans la pratique mais dont il est difficile de vérifier la vaéddes résul-
tats [SE97, Val97].
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— la troisiéme approche est de représent@rdéeessus stochastiglisous forme
de chaine de Markov dont les états accessibles du modeleohEme ici est,
bien sar)'explosion combinatoirele cet espace d’états.

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés plus particidnt a cette troi-
siéeme approche. Comme pour la vérification qualitativesiplurs méthodes ont
été développées pour contenir I'explosion combinatoireuDd’entre elles ont
retenu notre attention, de par leur simplicité et leur efiiéa mais aussi parce
gu’elles se combinent pour donner des approches hybritiregsantes.

— La premiére opére au niveau du modeéle (utilisé pour la pétion du sys-
teme, e.g., les réseaux de Petri stochastiques, I'algé&bpmpratessus stochas-
tique). Elle consiste en la décomposition du modéle en @lusisous-modéles
pour lesquels la génération de I'espace d’états est moiiitegse (en espace
et en temps). Le comportement du processus global est vétr@n utili-
sant 'algébre de Kronecker) par une combinaison des caempents locaux
[Don94, CDS99]. Le probléeme ici est justement de trouveéleotnposition en
sous-modeles pour laquelle les études globale et locateégaivalentes.

— La deuxieme approche repose sur les techniques d’agvagaiarkovienne
pour la réduction de la taille du processus stochastiqueidiett En bénéfi-
ciant des symétriertesexhibées par les comportements des systemes distri-
bués, il est possible de construire des graphes réduitoipbras a des chaines
de Markov agrégées sur lesquels I'étude quantitative dézatece efficace-
ment [DH89, Buc95].

Cependant, comme pour la vérification qualitative, le protd des systemes
partiellement symétriques se pose encore une fois, et & notmaissance, la
seule approche qui tente de traiter ce genre de systemé&agsi(] (a laquelle
nous consacrerons une partie du chapitre 8.3).

On note enfin I'existence de plusieurs approches hybridegirgmt profit du
meilleur des deux approches précédentes. Dans le cadrésksik de Petri de
haut niveau [HM95, HM96] ou encore pour les algebres de psace stochas-
tiqgues [HR98].

1.4 Obijectifs

Notre objectif est de proposer de nouvelles méthodes optieside vérification et
d’évaluation de performances basées sur I'exploitaticnsyenétries partielles.

1Un processus stochastique est un phénomeéne aléatoireddéypein temps.
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Ces méthodes réduisent le plus souvent de maniére expelfeimds graphes
d’états.

Pour la vérification qualitative, ces graphes réduits sonstruits en fonction de
la propriété a vérifier. En réalisant la vérification a la eolé construction du
graphe réduit est stoppée quand la valeur de vérité de laigt@pst établie. De
plus, si la propriété est fausse une séquence d’exécutimmgpétre exhibée.

Pour I'évaluation de performance, nous utiliserons letnepies d’agrégation
markovienne pour dériver des chaines de Markov agrégéediades graphes
réduits. Dans ce cadre, I'agrégation markoviearacteva servir d’atout princi-
pal.

Notre travail est basé sur trois piliers majeurs par rapgaxttechniques fondées

sur I'exploitation des symétries :

— Automatiser la vérification de formules et I'évaluationmiformances en ex-
ploitant les symétries partielles

— Reconcevoir les techniques définies pour aborder le caghiei$ large des sys-
temes partiellement symétriques.

— Modéliser les systemes en réseau de Petri bien Formésagpaet plusieurs
raisons. D’une part, a cause de leur pouvoir d’expressimnyvg identique a
celui des réseaux de Petri Colorés généraux. D’autre pademu’ils offrent
une approche symbolique fondée sur théorie mathématigsi@técise et qui a
déja prouveé son efficacité. Enfin, parce qu’ils integrendiesx aspects quali-
tatifs et quantitatifs de maniére élégante.

Pour I'aspect qualitatif, les développements de cettestbéront présentés a par-
tir de la logique temporelle a temps lin€aire, puisque defopgements vers les
logiques arborescentes ont été démontrés. Nous utilisém@yntaxe LTL de fait
de sa facilité de comprehension et de sa large couverturprdpsétés du sys-
téeme. Les proposions atomigues que nous considérons centeles propriétés
d’états sur lesquelles nous détecterons les symétriggetfiretation sémantique
des formules sera exploitées a partir des automates de Biiehirs variantes.

1.5 Organisation

Ce travail est organisé en deux parties : la premiere coadarverification quali-
tative des systémes concurrents fini et la deuxieme est ntdessur I'évaluation
de performances de ces mémes systemes.
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Dans la premiére partie, le chapitre 2 rappelle les principeoncepts qu'il
convient de connaitre dans le cadre de la vérification @it des systemes
concurrents suivant une approche comportementale.

Le chapitre 3 offre un état de I'art détaillé sur I'exploitat des symétries pour
optimiser la vérification. Ce chapitre est le fruit d'un @#\de synthése des me-
thodes les plus intéressantes (relativement a notre fradans laquelle nous uni-
fions les concepts et les notations.

Le chapitre 4 est consacré a la méthode de [HIAOO] ainsi quanéliorations
gue nous y apportons. Cette méthode a constitué le pointabetdde cette thése
par le large potentiel d’'optimisation non encore explaitggju’alors.

Le chapitre 5 présente une nouvelle optimisation de la eétin par I'exploita-
tion destests d’inclusiorentre ensembles. Cette approche peut étre vue comme la
généralisation de I'approche du chapitre précédent.

Les chapitres 6 et 7 sont consacrés a I'application des réthprécédentes au
modele des réseaux de Petri Bien Formés. Nous rappellesoshcepts de base
de ce modele, puis nous présenterons nos contributiondgauise ceuvres des
techniques génériques introduites dans les chapitre $ 4 et

Dans la deuxieme partie, le chapitre 8 fait un rapide rapyrdes chaines de Mar-
kov et les méthodes d’agrégation markovienne, avec unéagiph sur le modele
des réseaux de Petri bien Formés stochastiques.

Le chapitre 9 présente nos contributions pour I'évaluatierperformances des
systémes partiellement symétriques. Il introduit le medtds chaines de Markov
partiellement symétriques et leur dérivation a partir éseaux de Petri bien For-
més.

Enfin, le chapitre 10 conclut cette these avec une présentdtis perspectives a
court, moyen et long termes.



16



Premiere partie

Veérification qualitative des systemes
concurrents finis
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Chapitre 2

Définitions préliminaires sur le
model-checking

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons les principaux concepiis cgmvient de
connaitre dans le cadre de la vérification qualitative dstesyes concurrents sui-
vant une approche comportementate(el-checking

La démarche classique pour opérer cette vérification peatd&composée en
deux phases. La premiére consiste en une modélisation etpdagfication for-
melles du systeme et de la propriété a vérifier. La deuxiemsiste en la confron-
tation de 'ensemble des comportements du systeme a lai@i@pe facon a ré-
pondre a la question suivantexiste-t-il un comportement dans le systéme qui
ne vérifie pas la propriété ?

Pour une présentation générique de ces concepts, nous athos placer au ni-
veau de la sémantique, c’est-a-dire d8teucture de Kripke Etiquetéengendrée
par le modéle syntaxique quel gu'il soit.

Pour la spécification des propriétés, nous étudierons sy par lalogique
temporelle linéaire (LTLEt sa méthode d’évaluation basée surcesutomates
Ce choix est justifié d’'une part par le fait que ce formalismewvce la plupart des
propriétés qu’on veut vérifier et d'autre part, parce quddspte trés bien aux
techniques qui exploitent les symétries comportementaies |'optimisation du
procédé de vérification.
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2.2 Sémantique associée a un systeme concurrent

A partir de son état initial, un systéme évolue et changeatiém réponse a des
événements. Une maniere naturelle de décrire les compamtsmpossibles d’'un

tel systeme est de considérer 'ensemble des états adesssilies transitions les
liant les uns aux autres (sémantique par entrelacemérghsemble des compor-
tements est représenté par$tnucture de Kripke Etiquetée

Définition 2.1 (Structure de Kripke EtiquetéelJne structure de Kripke étiquetée

(SKE) est un septupleK = (S, S0, R, 4P, E,N,T), défini par :

— S estun ensemble fini d’états,

— S0 C S est 'ensemble des états initiaux,

— R C S x S estlarelation de transition.

— AP est un ensemble fini de propositions atomiques,

— ‘E est un ensemble fini d’événements,

— N : S — 277 est une applicationnjective, qui associe a chaque état s I'en-
semble des propositions atomiques qu’il satisfait.

— I : R — E, estune application qui associe a chaque paire d’états énément
dansE.

On utilise la simplification(s,e,s') € ® (aussi, notée <%, pour désigner la

transition(s,s) € R telle quel (s,s) =e.

Note 2.1.L'injectivité de la fonctiorT signifie qu’un état est entierement carac-
térisé par la valeur des propositions atomiques. Les stmast d’espace d’états
issues des modéles les plus répandus vérifient toutes oetraiate.

Le point de départ pour I'étude d’'une telle structure est@emniner avec préci-
sion I'ensemble de tous les états qu’elle peut atteindreta da son état initial.

Définition 2.2 (Etats accessibles d'u2X E). Soit X = (S, S50, R, AP, E,N,T)
une SKE. Un état s estaccessiblesi s€ Sy ou s'il existe une séquence finie

(S0,€0,51)(S1,€1,%2) - -+ (Sh—1,€n—1,5n) de transitions deR, commengant en un
état initial 9 € So, et se terminant par un éta, s= s. On noteReacli X) I'en-
semble de tous les états accessiblesde

Une exécution du systéme est formalisée par la définitiorasate.

Définition 2.3 (Exécution d’'uneSXE). Soit X = (5,50, R, 4P, E,M,T) une
SKE. Une exécutionde K est une séquence infinisy, ey, s1)(S1,€1,) - -

10n considére un observateur qui est supposé “voir” un séum@went du systéme a la fois. La
sémantique par entrelacement est donc donnée par toutgsjigsnces d’événements qui peuvent
étre observées a partir de I'état initial du systéme
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de transitions de® commencant en un état initialhps Sp. On note par
Run(X) I'ensemble de toutes les exécutions fe Pour une exécutiomw =
(%0,€0,51)(S1,€1,52) - - -, On noted = 0(0)a(1)a(2) --- € Run(X), tel quea(i) =
(Oin(i),06(i),00ut(i))- Oin(i), Oe(i), etooul(i), sont : la source, 'événement, et la
destination de ladMetransition deo. Le suffixe d&s commencant en |'état est
notéo' = (s,&,8+1) -

Note 2.2. La cas d'une séquence finie ne pose aucun probléme théodqué,
est toujours possible de rendre la séquence infinie en “bag@Eysur le dernier
état de la séquence, i.e., rajouter une transition de cdt\ées lui-méme.

Si I'on est intéressé uniquement par I'enchainement dds dtasystéeme sans
I'observation des événements, alors on parle d'stngcture de Kripke (non éti-
quetée)S K. La définition formelle d’'unes X découle directement de celle de
SKE : SK estun quintuplets, So, R, 4P, M). Ainsi, les définitions précédentes
des états accessibles et des exécutions d’'un systeme sdifiéem en consé-
guence (en ignorant les événements). Dans tout ce quiesididcussions portant
sur le systéme se réferent a4& et non la$ X ‘E, sauf si cela est explicitement
mentionné.

2.3 Spécification des propriétés d'un systeme
concurrent

Vérifier qu’'un systéme satisfait les propriétés attenduéEessite une représen-
tation formelle de celles-ci. Le choix d’'une représentatiarticuliere dépend de
la sémantique définissant les comportements possiblesstitnsg. Deux séman-
tigues sont généralement considérées. Dans le cadre dmémntgue daemps
arborescentl’ensemble des exécutions du systeme est considéré comarbne
ou les différents successeurs d’un état sont obtenus pastesices d’événements
possibles pour cet état. Pour la sémantiquéedeps linéaireon considére I'en-
semble des exécutions comme des séquences indépendantes.

Les deux sémantiques présentent des avantages et desén@mts largement
discutés dans la littérature. Les arguments en faveur dpgdiméaire, présentés
par ses supportérs, sont sa meilleure expressivité ercylatidans le domaine
des propriétés de vivacité et d’équité. Les propriétés aougtre exprimées par
la sémantique de temps arborescent, par exemple “la plitgsjldont qualifiées

par ces supportérs comme sans intérét dans le cadre desieystencurrents.
Or, les arguments avances pour la sémantique arborescerigustement, cette
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capacité a exprimer “la possibilité”, mais aussi la plusxdeefficacité, en terme
de complexité, des algorithmes de vérification.

De par son expressivité et sa capacité a supporter les nestled/érification que
nous allons mettre en ceuvre, notre choix s’est fixé sur la séque de temps
linéaire.

Dans ce contexte, nous présenterons le formalisme de lguedemporelle li-
néaire (LTL), dont I'évaluation est réalisem la théorie des automates finis. LTL
a été proposée par Lamport en 1977. Elle est trés couramileséeal

2.3.1 Logique temporelle linéaire (LTL)

2.3.1.1 Syntaxe et sémantique

Les spécifications (formules) LTL sont construites a palérpropositions ato-
miques, de connecteurs booléens) et d'opérateurs temporelX (‘suivant",U
lljusqulall)'

Définition 2.4 (Syntaxe de LTL) Soit 4P un ensemble de propositions ato-
miques, alors les formules de LTL sont définies inductivepearies regles sui-
vantes :

— chaque proposition atomiquegp AP est une formule,

— si f et g sont des formules alors\fg, —f, X f et fUg en sont aussi.

Les abréviations habituellement utilisées sont :

(ou) fvg & —(-fA-Q)
(vrai) True < fv-f
(faux) False & —True
(finalement) Fg < TrueUg
(toujours) Gg < -F—g

La sémantique de LTL est formalisée en introduisant leonstde modele et de
satisfaction d’'une formule LTL par un modéle.

Définition 2.5 (Modéle de LTL) Un modele de LTL est ung %X, X =
(5,5,R,A4P,N) telle queR est une relation binaire totale, i.e&/se€ §,35 € §
tel que s— <.

Note 2.3. Traditionnellement, la logique temporelle raisonne sus déquences
infinies. En effet, celle-ci s'intéresse particulieremantes propriétés d’équité
gui n'ont de signification que dans ce contexte. Ceci expligicontrainte sur la
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relation X.

Le probléme de la satisfaction d’'une formule par une exéoutiu systéme est
défini comme suit.

Définition 2.6 (Sémantique de LTL) Soit £ un modéle, s un état de
K et 0 = (%0,51)(S1,S) ... une exécution deX, alors pour une proposi-
tion atomique p et deux formules LTL quelconques f et g nowmsav

°*0=p & peN(oin(0)),

eo=fAg & (oEf)A(0F0Q),

e0f=-f & =(0ETf),

e0=Xf & olif,

eo=fUg < ditelquefj<i,ol=f)A(d'=0).

Nous définissons alors la satisfaction de f pidicomme suit :
e X=f & VoeRunX),of

2.3.1.2 Meéthode d’évaluation

Les w-automates sont des automates finis acceptant des mots gieelonnfi-

nie (on parle alors d>mots) [GTWO02]. Dans I'approche automate du model-
checking (Fig. 2.1), le comportement d’un systé®e vérifier est vu comme un
w-automateds. Les lettres de ces-mots correspondent chacune a des configu-
rations du systéme. Uwn-mot représente alors une séquence d’exécution du sys-
téme qui traverse chacune de ces configurations. Le langati@uiomate, noté
Z(A4s), est 'ensemble des-mots qu'il reconnait; il représente I'ensemble des
comportements possibles du syst&me.

w-automateds ¢ vérifiee
Z(As) SE®

produit synchronisé
g(ﬂs@ /qﬂ(p) - —

S

test de vacuité oui
?
g(ﬂs@ f‘lﬁq)) =0 non

Z(As)NZL(A-)
o w-automated-y contre-exemple
Z(A-¢) mote £ (As® A-¢)

FIG. 2.1 — Approche automate du model-checking.

2En fait, 4 fait référence a la structure de Kripke (étiquetée ou nopjésentant 'ensemble
des exécutions du systéme. L@snots sont construits a partir des étiquettes des étatsrids
par les exécutions du systeme.
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Par ailleurs, la propriété comportementdlgue I'on veut vérifier su est elle-
méme exprimée par un-automated_4 dont le langage est I'ensemble des com-
portements quinvalidentla propriétéd.

Un enchainement de deux opérations permet de détermi¥é{.as) et £ (A4-¢)
partagent urw-mot, c’est-a-dire, s'il existe une exécution 8gui ne vérifie pas
¢. D’abord le produit synchronisé des deux automates estreitnd s’agit d’'un
w-automate reconnaissant lI'intersection des deux langBgéesuntest de vacuité
(emptiness-check)e ce produit est effectué, cette opération détermine sine |
gage du systéme reconnu par un automate est vide.

Le langage du produit est vide lorsqu’il n’existe aucuneusége d’exécution de
Squi invalide¢. Dans le cas contraire wontre-exemplec’est-a-dire unw-mot
représentant une exécution du systeme interdité pest retourné.

Cette approche permet de manipuler des ensembles infisitafigages) en les
représentant par des structures finies (leautomates). Plusieurs typescud’
automates existent et se distinguent, essentiellemenia parme de leurcondi-
tions d’acceptationc’est-a-dire la facon d’indiquer quels chemins infinis 'de4
tomate correspondent a d@smots acceptés.

Dans ce cadre, deux typesudautomates ont été largement utiliséles auto-
mates de Bich{B4) [Buc62] et leur variante appeléitomates de Buchi gé-
néralisés basés sur les transitio(t¥ GB4) [Cou99, HVO03]. Le pouvoir d’ex-
pression desB4 et des7 GBA est strictement équivalent. Cependant, en com-
parant les tailles d’'urBA4 et d’'un ‘7 GBA (en termes de nombre d’états et de
transitions) représentant une méme propriété, cell@ B4 est toujours plus
petite que celle dwBA4. On note aussi que la conversion d'diGB4 en un84
est toujours possible [GL02] et par conséquent, tous |lagtads obtenus sur les
‘BA restent valables pour €5 GBA4. De plus (et c’est le plus important), 'un
comme l'autre permet de représenter toute fornhdle [Var96] (I'inverse n’est
pas vrai [Wol83]).

Nous formalisons ces concepts dans les paragraphes suivant

Automates de Bichi. Les automates de Bichi sont une classe-aitomates
pour lesquels le test de vacuité peut étre réalisé efficateme

Définition 2.7 (Automate de Bichi 84)). Un automate de Bichia =

(Q, Q, Qr, R, AP, N) est défini par :
— Q est un ensemble fini d’états,



25

— Qo C Q estl'ensemble des états initiaux,

— Qg C Q estl'ensemble des états d’acceptation,

— R C Q x Q estlarelation de transition. On note la transitidg,q) € K par
q—d,

— AP est un ensemble de propositions atomiques,

— N : Q — 277 est une application qui associe a chaque état un ensemble de
propositions atomiques.

Les notions de chemin et de chemin acceptant necessaireslardde la vacuité
d’un automate de Biichi sont définis dans ce qui suit.

Définition 2.8 (Chemin et Chemin acceptant d'&##¥). Soit.4 un BA.

— Uncheminde 4 est une séquence infinigo,q1)(d1,qp) - -- de transitions de
R commencant dans un état initiad ¢ Q.

— Un chemin est acceptant si, partant d’'un état initial, isga une infinité de fois
par un état d'acceptation3f € Qg,Vi > 0,3j > i, tel que g = f.

Pour savoir si une exécution du systéme est reconnue paoitate, il faut qu'a
chaque transition effectuée dans cette exécution comegpone transition dans
'automate. Cette correspondance est formalisée par leepprduproduit syn-
chronisé

Définition 2.9 (Produit synchronisé entre un€% et un B4). Soit X =
(S,50, Re, AP, Mg ) unSK et 4 = (Q, Q, Qg , Ra, AP, a) un BA4. Le produit
synchronisé entr& et 4 estun34, X ® 4 = (V, W, V¢, R, AP,MN) défini par :
- V={(s0) €S xQ|Malg) CMNx(s)} estl'ensemble des états,

— 1 = (S x Q)N Y estl'ensemble des états initiaux,

— V¢ = (S x Q¢) NV est'ensemble des états d’acceptation,

- R={((sq),(5,q)) e VxV|s—S Ag— (} estune relation de transition.
- M: v — 2% tel quel(s,q) = M(s).

Ainsi, le test de vacuité revient a la recherche d’'un chenaimsde produit syn-
chronisé qui passe une infinité de fois par un état d’acdeptéte., un chemin
acceptant).

Automates de Buchi généralisés basés sur les transitionsun 7 GBA4 se dis-
tingue d’'unB84 par le fait que les propositions atomiques et les conditibas-
ceptation se réferemtux transitionglutdt qu’'aux états.

Définition 2.10 (Automate de Biichi généralisé basé sur les transitidnpg.4)).
Un 7 GBA est un automate de Blichi dont les propositions atomiquesset |
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conditions d’acceptation sont sur les transitions. Il esgfidi par un septuplet
A=(Q Q. R, AP, F), ol

— Q est un ensemble d’états fini,

— Qo € Q est un ensemble fini d’états initiaux,

— AP est un ensemble fini de propositions atomiques,

— F estun ensemble fini d’éléments appelésditions d’acceptatign

— R C Qx 2™ x 27 x Q est larelation de transition.

Nous utilisons la notationﬁiq’ pour désigner la transitiorig, P,F,q) € R.

Les notions de chemins et chemins acceptant sont redéfic@nsgéquence.

Définition 2.11 (Chemin et Chemin acceptant d'anG384). Soit4 un7T GBA.

— Un cheminde A4 est une séquence infinigo, Po, Fo,s1)(S1,P1,F1,5) -+ de
transitions deX. commencant dans un état initiaJ s 4.

— Un chemin est acceptantsf € #,Vi > 0,3j >, tel que fe Fj, c’est-a-dire,
si ses transitions sont étiquetées infiniment souvent paguod condition d’ac-
ception.

Aussi, la définition du produit synchronisé entre Wi et unZ7 GB4 est donnée
par ce qui sulit.

Définition 2.12 (Produit synchronisé entre ungX et un‘7 GBA4). Soit X =

(S, 50, R, AP, M) uneSK et 4 = (Q, Q, Ra, AP, F) un‘T GBA. Le produit

synchronisé entrek et 4 est un'7 GBA, X @ 4 = (V, Y, R, AP, F), définit

par :

— VY =5 x Q estl'ensemble des états,

— Y = So x Q estI'ensemble des états initiaux,

- R ={((s9),PF,(3,q) € Yx2? x 27 x ¥V |s—d A q PR, qd APC
Mg(s)} estla relation de transition.

2.4 Conclusion

La présentation des deux types d’automates (bien qu’isns@quivalents) est
justifiée par le fait que - presque - toutes les méthodesamtist, en particulier
celles que nous présenterons au prochain chapitre, atilise 84, tandis que
notre propre travail utilise le§ GBA. Nous avons gardé e84 pour les ap-
proches existantes afin de ne pas les dénaturer et nous aimesles 7 GBA4
pour nos approches car ils permettent une plus grande ajgtilom du processus
de vérification.
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En effet, la recherche d’un chemin acceptant sur le proguitisronisé d’'une
structure de Kripke, X, et un automated (B4 ou 7 GBA) est réalisée en
O(| K| x |4]) tel que| K| = |S|+|R| (de méme poutA|). Par conséquent, on
a intérét a choisir la structure la plus réduite pour I'esgren de la propriété.

En outre, pour I'efficacité de la vérification, le problémdal&ille deX est, bien
évidemment, plus crucial que celui de la tailledeDans la continuité des tech-
niques qui ont été présentées dans l'introduction, noaastonsacrer le chapitre
suivant aux méthodes de réduction de la taillefde
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Chapitre 3

Exploitation des symétries pour le
model-checking

La technique de vérification présentée dans le chapitreédedt a I'avantage
d’étre automatisable. Néanmoins elle nécessite de pard@mspace d’états du
systéme et est donc confrontée au probleme contiexggosion combinatoiren
espace et en temps. Ceci rend sa gestion par les outils fieatdsn basés sur une
représentation explicite pratiquement impossible. lidestc primordial de déve-
lopper des techniques efficaces pour réduire la taille dphgra construire afin
de minimiser I'effet de cette explosion sur les algorithrdewérification.

3.1 Introduction

Parmi les solutions formelles qui tendent a optimiser lepssus de vérification
et a alléger le poids de I'explosion combinatoire, notredilas’est focalisé sur
I'exploitation des symétries présentes dans les systetnes eropriétés. Dans
un systéme concurrent, on rencontre souvent des archizgecgymétriques ou
les processus ont des comportements largement équivaleatd des environ-
nements de communication similaires. En effet, les commepsymétriques ont
été particulierement utilisées pour renforcer la toléeamgx fautes dans les sys-
temes.

Deux points cruciaux soulignent I'extréme difficulté de lesenen application de

telles approches :

— le choix d’'une relation de symétrie est essentiel. Plue celation est fine, plus
son expression est aisée, mais plus I'intérét de son afiplicades cas concrets
est limité.

29
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— La mise en ceuvre d'une réduction d’espace d’états en ¢éaptaine relation
de symétrie n’a de sens que si la construction de I'espacetrést directe,
c’est-a-dire qu’elle ne passe pas par la représentatidicele tous les états.

Les méthodes qui traitent du sujet sont nombreuses et desdsrerigines. Ceci
rend leur compréhension par les non spécialistes (du dendnnt elles sont
issues) toujours difficile. Ce constat nous a amené a élaloee synthése des
meéthodes les plus intéressantes (relativement a not&@lralans laquelle nous
unifions les concepts et les notations, au risque de divdeggprésentations origi-
nelles des méthodes. Cependant, nous respectons togorgsdées principales.

Notons enfin que cette synthése est basée essentiellemésd savaux d’Emer-
son & al [ES96, ET99], d’Ajami & al [AHI98, 1A97], d’'Haddad &IgHITZ95],
et ceux de Capra & al [Cap00].

3.2 Les symeétries globales d’'un systeme concurrent

D’un point de vue formel, il est communément admis de supdasmnnaissance
de I'espace des états potentiels du systeme pour définiti@arde symétrie. Dans
notre cas, cet espace d’états est représenté par une sardetiripke (étiquetée
ou non) (définition 2.1). Les symétries d’'une telle struetaont généralement
manipulées par la théorie des groupes. Nous en rappelogsietigues notions
élémentaires.

Définition 3.1 (Groupe et groupe opérant sur un ensemble)

— Un groupe(G, e, €), noté G, est un ensemble G muni d’'un élément neutre ne-
cessairement unique e, et d’'une loi de composition intetrgpi satisfait les
axiomes suivants :

— identité :¥x € G,xee=ecexX=X;

— inverse .¥x € G,Jdy € G,xey =YyeXx =e. y est dit inverse de x et on le note
aussix?!;

— associativité ¥x,y,z€ G,Xe (yez) = (Xoy) e Z.

Lorsque G est un ensemble fini, on dit geest un groupe fini; sinon c’est
un groupe infini. Pour un groupe fini, 'ordre (cardinal) de geoupe est : |G]|.
Aussi, pour simplifier on utilise la notation :@ G pour ge G.

— SoitH un sous-ensemble de G. On dit (fdex, €), noté#, est un sous-groupe
de G (H C G) si #H est un groupe dont la lok s’obtient par restriction de
aH xH et € =e. Dans la pratique, on note la loi interne du sous-groupecave
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le méme symbole que celui de la loi interne du groupe, c'afitede.

— L’action d’un groupeg sur un ensemble E est une application de& & dans
E, notée“.”, qui associe au couplég,x) € G x E, I'élément gx tel que :
Vx € E,ex=xetvg,d € G, (ged).x=0.(d".X).

— Le stabilisateur(sous-groupe d’isotropie) du sous-ensemble€ @, noté Go,
est défini par :Go={ge G | Vx€ O,g.x € O}.

— Une action g ofG peut étre trivialement étendue a tout ensembBI€ [E par :
gE ={gx|xeE}.

— SoitH C G. Lorbite de xe E par #, notéeH .x, est défini par #H .x = {g.X|
g € H}. L'ensemble des orbites patf définit une partition de E. L'orbite
d’'un élément x E est la classe d’équivalence de x par rapport a la relation
d’équivalence- définie par : x~ X < 3Jg € # tel que X=g.x.

Dans le contexte actuel, un groupe particulier retientenattention, c’'est le
groupe de permutationd’'un ensembleE, noté S(E) : le groupe de permuta-
tions d’un ensemble E est le groupe de toutes les bijectiers dur lui-méme,
muni de la loi de composition

Intuitivement, les symétries d’une structure de Kripketsprimées par des ap-

plications bijectives (permutations) sur les états deracsiire, qui préservent la

relation de transition. Plus précisément, les permutatsont définies sur I'en-

semble des étiquettes des états (I'ensentta®). On dit que deux états sont per-

mutables si en appliquant une permutation sur I'étiquegtBush on obtient I'éti-

quette de l'autre. De plus, pour qu’une permutation préskxvelation de transi-

tion dans la structure il faut que deux conditions soienifiéé&s :

— son application sur un état du graphe donne un autre étabghey;

— son application sur n'importe quel successeur du prertaédénne un succes-
seur du deuxieme état.

Définition 3.2 (Structure de Kripke symétrique par rapport@. Soit X =

(5,5,R,A4P,M) uneSK et G C &(AP). X est dit symétrique par rapport a

G ssi:

— Chagque état a un symeétrique par rapport a chaque élémegtdés c S,vVg €
G,39 € §,N(s) =g.MN(s). L'action du groupe est étendue trivialement sur I'en-
sembles et en notant g, 'unique état s

1'6lément neutre est la fonction identité, habituellematée “id”.
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— L’ensemble des états initiaux est globalement invariaoisd’action deg :
G.So = So.

— L'action de G est congruente par rapport a la relation de transitiol's,s €
S,vge G,s— s < gs—gsSs.

Note 3.1.Le cas des structures de Kripke étiquetée est simplemengghgéral.
Ainsi, quand il est question d’'une structufé = (S, S0, R, AP, E,N,I'), alors
G agit sur’, G C 6(AP Y E), et la congruence par rapport a la relation de
transition doit s'étendre aux événementsss € S,ec€ £,vg € G,s-.5 &
0.s%%gs.

Exemple 3.1.Soit un systéme concurrent composé deux processesp exé-
cutant, indéfiniment, les trois taches successiye3slet T3, en commencant par
Ty (Fig. 3.1).

\ ~
T T
T T3 T> T3
Comportemenp; Comportemenp,

FIG. 3.1 — Exemple d’'un systéme concurrent.

Le comportement global de ce systeme est représenté pautdwst de Kripke
de la Fig. 3.2. L'ensemble des nceuds de la structure repté&selensembles.
L'ensembleq? est défini para®? = {T; j | i € {1,2,3} A j € {1,2}} tel que T
signifie que le processus pst en train d’accomplir la tachg T

Nous définissons le sous-grougeC &(A4P) tel queG = {id,g} ou g est défini
par:gTi1=TetgTi=Ti1ie{1,2,3}2

Par application de la définition 3.2, nous constatons quetacsure X est symeé-
trique par rapport au group€; : chaque état deX’ a un symetrique par rapport a
un élément d&; ; 'ensemble des états initiaux est invariant par ce groupac-
tion de G est congruente par rapport a la relation de transition.

2Nous pouvons facilement vérifier qugest un groupe sufi?.
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‘ {T31,T22} {Tz 1,T32} S

) s

FIG. 3.2 — Structure de Kripkek, du systeme de la Fig.3.1.

Larelation d’équivalence’, qu’on appelle “est symétrique de”, définie par les élé-
ments du sous-group@ (voir définition 3.1) permet la construction d’'un graphe
réduit (moduloG ou I'un de ses sous-groupg6 C G) d’une structure de Kripke.

Ce graphe, appetfraphe quotientest une structure de Kripke qui vérifie les deux

points suivants :

— ses nceuds sont des classes d’équivalence de la relati@ytestrique de”.

— il existe un arc d’un nceud vers un nceud ssi il existe un arc d’'un état d&
vers un état de.

Définition 3.3 (Graphe quotient d'une structure de Kripke$oit K =

(85,5, R,A4P,MN) unesS K symétrique p.rag C G(JMJ) Le graphe « quotienf

de X p.r.a.# C G estune structure de Kripke définie par= (S, S0, R, AP, M) :

— S ={5€ S |5 estun unique représentant de la classe d’équivalefs,

- 3_0 = 5N So, o

- R={GHesSxS|IsecH5tec HI (st) € R}. On note(3,f) € R par
S—1.




34

Exemple 3.2.Dans la structure de Kripke de I'exemple 3.1, les nceuds ayant
le méme niveau d’'ombrage graphique appartiennent a la méasse d’équi-
valence par rapport a la relation “est symétrique de”, intkiipar le sous-
groupe G de I'exemple précédent. Nous avons donc les six classesnsesv:

{So} {81, %2} {Ss),{S4, S5}, {S6, 57} { Ss}-

La structure X, construite en prenant{ = G et en _choisissgnt un re_présentant
pour chaque classe, est présentée dans la Fig. 3= S, S =S, S =S,

S=S%S%=5etS5=S.
I V.

S {11, To2} €

A

M (T, T2} | S

{Ta1, 22} | S

~N

S | {Tz1, a2}

FiG. 3.3 — Structure quotient, de X (de la Fig. 3.2).

Le graphe quotient ainsi construit est une représentatbonpecte du graphe
d’états et peut étre utilisé pour la résolution de problediascessibilité d’'états.
Dans ce cadre, nous pouvons citer les travaux de Jensen@dPdeur les réseaux
de Petri Colorés, ceux de Haddad [Had87] pour les réseaugtdeRéguliers, ou

encore ceux de Dutheillet [Dut91] pour les réseaux de Peégm Bormeés. A la

différence du premier formalisme, les deux autres permtiae construction
automatique du graphe quotient, en partant d’une reprts@mtgénérique des
classes d’équivalence (des états et des &rcs).

SNous allons reprendre, en détail, le formalisme des résdauRetri Bien formés dans le
chapitre 6.
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3.3 Exploitation des symétries globales pour la véri-
fication de proprietés temporelles

Sans contrainte supplémentaire, le graphe quotient défcEpdemment ne per-
met pas de vérifier des propriétés complexes telles quesaatj@imeées par LTL.
En effet, cette logique étant définie pour la vérification dippiétés de chemins,
elle nécessite une connaissance parfaite (ou du moinsfassegur les enchaine-
ments des états du systéme. Or, dans le graphe quotienhesrtiansitions entre
états sont masquées par la représentation abstraite dsiitmas entre les classes
d’états.

En observant la structure quotient de la Fig.3.3, nous sotantés de croire que
le systeme peut passer immédiatement d’'un état ou le prcps®st en train
d’'exécuter la tachdy a celui ou il exécute la tachB, a cause de la transition
entreS; etS;. Or, la structure (ordinaire) de la Fig.3.2 nous informe gegas-
sage est impossible.

Pour résoudre ce probleme, Emerson & al [ES96] proposent demserver que
les symétries qui laissent la propriété temporelle a véiifieariante Ce sont en-
Suite ces symétries qui sont utilisées pour construirglatre quotient. De cette
maniere, ils garantissent que la vérification de la progn&ut s’effectueindif-
féremmensur la structure de Kripke ou sur son graphe quotient. Deproapes
ont été proposées pour mettre en ceuvre cette idée : I'appsychaxique et I'ap-
proche par automate.

3.3.1 Approche syntaxique

L'approche syntaxique consiste a détecter I'insenséilé la propriété au niveau
de son expression syntaxique(, sous la forme d’une formule LTL). Ceci revient
a rechercher le sous-groupe de permutatignagissant sur les propositions ato-
miques composant la formule tel que I'application de n’imeauel éléments de
Gt sur f ne change pas sa valeur de vérité.

Définition 3.4 (Groupe de symétries d’une formule LTLSoit f une formule LTL,
construite autour d’'un ensemble de propositions atomigli®s Le sous-groupe
de permutations de f, not, est défini récursivement par :

— Si f est une formule proportionnelle, alogg = {ge &(AP) | g(f) = f}.

— Si f=Xf"alors, Gt = G-

— Si f= f'Uf” alors, Gt = Gy N Gyr.
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— Autres cas : Si & b(ey,...,e, f1,..., fi) ou b est une formule booléenne sur
les propositions atomiques e. ., & et les sous-formules f.. ., f|, alors nous
remplacons ifpar F et Gt = Gye,,....a.F,...7) N G NN Gy
Ou fi=Xfouf=fUf"ethe,...,&Fi,...,R) est une formule proposi-
tionnelle.

Note 3.2.Lintroduction de k a la place de ifest un renommage qui permet de
faire disparaitre tous les opérateurs temporels et de tiamser la formule tem-
porelle initiale en une formule propositionnelle.

Ainsi, Emerson a prouveé que & est unes % symétrique par rapport a un sous-
groupeg, et f une formule LTL alors la vérification dé peut étre effectuée sur
une structure quotienk construite par rapport a un sous-grouleC G N Gg
(i.e., K est construite sur la base des permutations communes a&umsyst a la
formule).

Exemple 3.3.Considérons les deux propriétés suivantes ( a vérifier ssyseeme
de la Fig. 3.1) : (1) le systeme passe infiniment souvent pagtanou I'un des
deux processusiu pp est en train d’exécuter la tache T(2) immédiatement
apres I'exécution de la tachg Te processus pexécute la tachesT

Ces propriétés sont exprimées respectivement par les fesmulL : f =
GF(T31V Ta2) et ' = F(T11AXTz1). En appliquant les régles de construction
de la définition 3.4, nous obtenogs = {id,g} telque gTz1 =Tz etgTz o =Tz
(g7t =g) et Gy = {id} (aucune symétrie n’est possible pouy. f

La vérification de f peut donc s’opérer sur le graphe quotiemmstruit en pre-
nantH = GN Gi = G, c'est a dire, le graphe de la Fig.3.3. Celle dénfe peut
s’effectuer que sur le graphe ordinaire de la Fig. 3.2, ¢ar= G N Gy = {id }.

L'approche syntaxique offre un cadre formel trés précisrp@xploitation des
symétries pour la vérification des propriétés temporellependant, elle reste
inefficace devant des formules du type= A; fi ou f =\/; f; ou lesf; sont des
formules LTL identiques a I'indicepreés.

Par exemple, le groupe de permutations (calculé suivaiache syntaxique) de
la formule f = FG(T,1) V FG(T22) est réduit a I'identité G = {id}. Or, nous

“Notons que nous avons utilisé les simplificaticdBset F pour exprimer les propriétés :
GF(T3,1\/T3,2) = ﬁ(TrueUﬁ(TrueU(Tg,l\/Tg,z))) etF(Tj_’l/\XTg,l) = TrueU(Tl,l/\XTg,l)
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pouvons aisément comprendre que les exécutions satigfaisstte formule sont
identiques a la permutatidh — 2,2 — 1] prés sur I'indice du processus.

Une premiére solution, proposée par Emerson, consisterardpé/érification de
chaque sous-formulg séparément. Pour chacune d’elles, un graphe quotient est
construit en séparant les comportements de “I'objet” come@ar l'indicei des
comportements des autres objets.

Considérons que le systeme concurrent présenté précéaeragieaugmenté a
n processus. Pour verifier la formufe= V<1 o FG(T2i), nous construisons
un graphe quotien&; pour chaque sous-formulg= FG(T;). Dans ce graphe,
seules les exécutions du processsmnt identifiées avec exactitude (a la transition
entres états ordinaires pres). Nous obtenons alors urwsede taille intermé-
diaire, entre celles obtenue en considé@nt {id}, et la structure ordinaire. On
précise que cette maniere de procéder n’est valable quelelaas ou tous les
objets ont des comportements identiques, la vérification du comportement de
I'un suffit pour tous.

L’'autre solution consiste a détecter les symétries direete au niveau de I'auto-
mate de Bichi représentant la formule a vérifier. Ceci nousnanal’approche
par automatele la section suivante.

3.3.2 Approche par automate

Une approche alternative pour vérifier les propriétés temijes a temps linéaire
sur une structure quotient (qui, entre autres, permet d& ¢gprobléme soulevé
précédemment), consiste a exploiter les symétries quirajgsant sur 'automate
de Buchi (représentant la propriété), en association asfsdnhérentes au sys-
teme.

En effet, il est possible de définir un sous-groupe de petivagsur un automate
de Buchi en utilisant I'assertion suivantdeux chemins de I'automate sont équi-
valents s’ils reconnaissent les ménoemots a une permutation des indices pres

Définition 3.5 (Automate de Blichi symétrique p.r.a. un groupe Soit un auto-
mate de Buchid = (Q, Q, Qs, R, AP,MN), et G C S(AP). 4 est symétrique par
rapporta g ssi:
— Chaque état a un symétrique p.r.a. chaque élémet de

Voe Q,Vge G,3d € Q,N(d) =g.N(q).
- V0,9’ € Qtelsquedg e G,N(d) =g.MN(q) :
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—geQeqdeetqe Qr & d € Qy.
- Vag € Q,3q; € Q telsque g— q¢ = q — gy AM(qy) = 9.M(qq).

Par la suite, nous noterong g, le plus grand sous-groupe vérifiant cette deéfini-
tion.

Exemple 3.4.Considérons a nouveau la formulesfFG(T,1) VFG(T22). L'au-
tomate de Blch#d; représentant cette formule est représenté dans la Fig. 3.4.

FiG. 3.4 — Automate de Blichils

En appliquant la définition 3.5, nous trouvons que cet autenest symétrique
par rapport au groupes 4 = {id,g} ou g estdefinipardi1 =TioetgTio =T 1,

i € {1,2,3}. En effet, g1(do) = M(do), g-M(qz) = M(a2),9.M(d2) = M(qu) et le
symétrique de la transitiongg— g1 est ¢ — 0p.

Grace a cette propriété de symétrie, Emerson [ES96] prowileegt possible de
s’autoriser certaines “confusions” dans la représematiompacte des exécutions
du systéme (par le biais du graphe quotient), a conditiorragnt de conserver
dans le graphe une représentation explicite des transitlam état représentant
d’une classe vers tous ses états successeurs dans undamstee Cette confusion
ne génera pas la vérification de la propriété. Cette repiaisem est réalisée en
augmentant le graphe quotient de la définition 3.3 par unetatian ad-hoc sur
les transitions entre les nceuds.

Considérons la transitiofy — S, de la Fig.3.3. Le fait que le représent&hit
atteint les deux étatsS;, S} (représentés par I'ét&) est signifié pan{"j_’g>}§l
tel queid.S; =S, = S etg.S; = S. ° Le graphe ainsi construit est appgi@phe
quotient annot@t notéX an.. Le K annde la structureX de la Fig.3.2 est présenté
dans la Fig.3.5.

5{id,g} C G, et K est symétrique par rapportg
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| {1, T2}
{id,g}

N {T1. T2} | S {id}

IN

{id}

{21, T2} | S {id, g}
{id}

S | {Ta1, Ta2}

lp

FiG. 3.5 — Structure quotient annotég ., de X (de la Fig. 3.2).

Ainsi, si G est le sous-groupe de permutations d’une structure de Keplet 4
est un automate de Biichi symétrique par rappagiaalors la structurek an, a
utiliser pour la vérification, peut étre construite en géiht tout sous-group®
tel que :H C GN G4.

Il suffit alors de construire le produit synchronisé &g, et A4, suivant la dé-
finition 3.6, puis exécuter n'importe quel algorithme det @s vacuité [SEO05,
CDLPO5, GVO05] sur ce produit pour vérifier la propriétée.

Définition 3.6 (Produit synchronisé deKa,, et 4). Le produit synchronisé
Kann® A4 = (V, Y, Vg, R) est un graphe défini par :
- Y ={(50) €S xQ|M(g) CMN(s) } est 'ensemble des nceuds,
— 1= (S0 x Q)N ¥ estI'ensemble des nceuds initiaux,
- V5 =(5,Qs) NV est'ensemble des noeuds acceptants,
— R C VY x Y est la relation de transition telle qua,q) — (f,r) ssi:
s 9. fetn(r)=gLN(q)oug—d.

Note 3.3.0n remarque que la définition de la relaticfy autorise une transition
entre les état$s, q) et (f,r) méme dans le cas ol-g r n’est pas une transition de
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'automate de Blichd. En fait, ceci n’est autre que le représentant de la traositi
(5,9) — (g.f,d) avec q— q et gM(r) =M(q). Cette astuce de représentation est
primordiale dans I'approche pour ne garder dans le prodyimshronisé que les
états représentants et pas leurs symetriques.

Exemple 3.5.Pour la vérification de la propriété exprimée par 'automate
de la Fig.3.4 sur le systeme concurrent de la Fig.3.1, il sdf#i construire le
produit synchronisé (suivant la définition précédenteyeetd structure K ann
de la Fig. 3.5 et4 car, dans ce cas particulier, nous avols; = G et donc

H=GNGa=G.

Bilan. Les approches présentées ici proposent un cadre fornsepréeis, défi-
nissant I'exploitation des symétries pour la vérificati@npdopriétés temporelles.
Cependant, la pratigue montre les limites de leur applit@ldans un cadre gé-
néral.

En effet, les cas ou les systéemes et les propriétés étudissrent une large sy-
métrie (.e, |G| > 1,|Gt| > 1 et|G4| > 1) sonttrés rares. De plus, il faut que ces
groupes soient “compatibles” entre euxe( présentent des €léments communs :
|H| > 1) pour obtenir une structure quotient de taille raisoneagnt réduite.

La question qui reste donc posée est : que faire quand cegagsont proches de
l'identité et que la réduction qu’ils apportent n’est pagdicative ?

3.4 Exploitation des symeétries faibles pour la vérifi-
cation de proprietés temporelles

A la lumiére de la section précédente, les deux approchesoue présentons
dans cette section tentent d’optimiser I'exploitation dgmétries en allégeant
certaines contraintes. La premiére approche opére auwniitesystéme, en levant
une contrainte sur la congruence des symétries entresalisslés transitions. La
deuxiéme approche s’attaque au probleme de I'explosiorbo@toire des états
du point de vue de l'automate de Buichi. Elle apporte une nikioale des symé-
tries de 'automate plutét que de les considérer au nivealadylj.e., celles de la
définition 3.5).
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3.4.1 Exploitation des symétries faibles du systeme

Les systémes auxqguels nous nous intéressons ici sont catiledmmportement
est globalement symétrique (au sens de la définitionsx@&)pté sur certains états
Ces états ont la particularité d’étre complétement syopdes,i.e., I'application
de n'importe quelle permutation sur les propositions atpes étiquetant I'un de
ces états donne le méme état. En d’autres termes, la corgraenla relation
d’équivalence, qui devait s’étendre vers les transiticgtipartiellement levée

Exemple 3.6.
N N
T1 T1
T2 T3 T2 Ts
—Too
Comportemenp; Comportemenp,

FIG. 3.6 — Exemple d’'un systéme concurrent approximativemanégrique

2}

31,T22}

{T3 1, T3, 2} S

s
I

FIG. 3.7 — Structure de KripkeX) du systeme de la Fig.3.6.
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Considérons le systéme de la Fig.3.6. Il est identique a peésenté précédem-
ment a I'exception du passage du processudela tache 7 a Ts. En effet, pour
effectuer cette transition il faut que le processyu$p soit pas en train d’exécuter
la tdche B. Le comportement global de ce systeme est représenté pantise
de Kripke de la Fig.3.7. Par rapport a I'exemple de la Fig. 2nbus remarquons
gu’il manque la transition entre les étatg & .

Ces systemes sont dispproximativement symeétriquesils sont formalisés par
la définition suivante.

Définition 3.7 (Structure de Kripke approximativement symétrique pGp
SoientX = (5,50, R, AP,MN) uneS X et G C &(AP). X est approximativement
symétrique par rapport & ssi :
-GS5=3S,
— Pour tout s= §, une des deux conditions suivantes est vérifiée :

— Soitvg € G, g.s=s. Dans ce cas, s est dit totalement symétrique.

— Soitvg € G,V(s,t) € R,(9.5,0t) € R..

Emerson et Trefler [ET99] prouvent qu’en exploitant les didins 3.3 et 3.7,
il est possible de construire un graphe quotighpour un systéme approxima-
tivement symétrique. Sur ce graphe, des formuled e symétrique(SLT L)
peuvent étre vérifiees. La syntaxeSleT Lest la méme que celle dF L sauf que
les formules propositionnelles employées ne doivent pes f@férence a un ob-
jet (processus, processeur,. . .) particulier. Par exerfgpfermuleG(V; Tzj =
F(V;Twi)) peut étre vérifiée sur une telle structure alors Gi&; — FTy1)
ne l'est pag

En pratique, le champ d’application de cette méthode estéduit et ne dépasse
pas les cas les plus élémentaires. Par exemple, on peliséufour la vérifica-
tion des algorithmes de lecture-écriture avec un seulueatun seul écrivain
('écrivain ayant une priorité par rapport au lecteur), snelle est inapplicable
dans les cas plus généraux (plus d'un lecteur, ou plus d’tivaét), car ils ne
vérifient pas les conditions de la définition 3.7. De plusagpfopriété a vérifier
est asymétrique, on se retrouve dans la méme situation eeuea amené cette
approche, c’est-a-dire la construction d’une structifrd’une taille trés proche a
celle deXk.

60n note qu'il est possible de généraliser cette méthode Ziillh combinant avec I'approche
syntaxique ou I'approche par automate.
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3.4.2 Exploitation des symétries faibles d’'un automate de B
chi

Les auteurs de [AHI98] se sont intéressés a la réductionraggppar I'exploitation
des symétries faibles de I'automate de Blchi (représelggmopriété a vérifier).
Ces symeétries sont capturées au nivaes suffixedes chemins de 'automate de
Buichi.

Considérons I'automate de la Fig. 3.8. Bien qu'il soit glein@aent asymétrique
(par rapport a la définition 3.5G4 = {id}), nous pouvons constater que les suf-
fixes(a2) " (ga) ™ et(gs) ™ (ga) " sontidentiques a une permutation pres (la permu-
tation entre les processps et po).

Grace a cette similarité, nous pouvons prédire la recosaaie des exécutions du
systéme en utilisant un seul représentant. En effet, sdmnt états symétriques
du systeme (ici la symétrie est au sens de la définition 3l@js ai le futur de
I'un de ces états est (non-)reconnu par un de ces suffixes,fal@ément le futur
de l'autre état sera (non-)reconnu par l'autre chemin. Baséquent, il suffit de
représenter I'évolution a partir d’'un des deux états.

Jo g1

FIG. 3.8 — Automate de Buichi faiblement symétrique.

Cette idée a été formalisée par la définition d’une relatiégquivalence entre les
états de 'automate comme suit.

Définition 3.8 (Equivalence entre deux états de I'automate de Bi@ujt.4 =
(Q, Q, Qr,R,AP,M), g une permutation suiP. ~g est une relation d’équiva-
lence entre of € Q, noté g~¢ o défini par :
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— g€ Qs < €y,
- N(g) =g.N(q),
— V04,04 € Q tels que g— qq et d — g alors, oy ~g .

Soit une structure de Kripk& symétrique par rapport a un grougell est alors
possible de définir une relation de symétiesur le produit synchronisé{ ® 4
comme Ssuit.

Définition 3.9 (Relation de symétriekEg, sur X ® 4). Soit (s,q),(s,d) € V.
(s,q)Eq(s,q) ssidg € G tel que s=g.5 etq~g .

Ici, Eq est une relation d’équivalence et par consequent on peulirdétfie struc-
ture X ® 4 quotient deX’ ® 4, sur laquelle la vérification peut étre menée.

Définition 3.10 (Structure quotien ® A4). La structure quotient ® 4 est dé-
finie au moyen des représentants des classes d’équivalesdadats de X ® 4.
La classe d’équivalence d’un étgg q) € 1V est définie par 'ensemble :

[(sa)]={(s,0) € V(s QEq(s,d)}-

La structure quotient ainsi définie est la plus petite stmgcsur laquelle la vérifi-
cation peut étre effectuée. Dans le pire des cas, la cotismmu@cessite un temps
exponentiel. Les auteurs de cette approche proposent dieeéa complexité en
construisant une structure intermédiaire, appgedphe consistanmoins réduite
que la structure quotient, mais qui ne nécessite qu’un tgrafy:momial pour sa
construction.

Bilan. Les méthodes exploitant les symétries faibles offrent Utexrative a
celles par symétries globales pour la résolution du probldel’explosion com-
binatoire. Cependant, leur applicabilité reste discetdbh effet, les systemes fai-
blement symétriques se limitent & des cas d’école et leiperde ces méthodes
est difficilement généralisable. En outre, |'utilisatieeschutomates faiblement sy-
meétriques, bien gu’'atténuant la complexité du problenstermsuffisante pour le
cas ou le systeme est globalement asymétrique.

3.5 Exploitation des symétries partielles

Contrairement aux symeétries globales, les symétriesglladine sont valides que
sur des parties du systeme ou de la propriété a vérifier. Mess souvent large-
ment suffisant pour construire des structures quotientitle geceptable et sur
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lesquelles la vérification peut s’effectuer efficacement.

Nous présenterons ici I'une des premieres techniques daséele principe
de I'exploitation des symétries partielles. Elle a été temeee dans [HITZ95,
Cap00], dans le cadre du formalisme des réseaux de Petridrimés :Le graphe
de marquages symboliques étendus (ESE®9 permet la vérification des pro-
priétés de base telles que I'accessibilité, la présenceeus ou I'existence de
chemins infinis/

3.5.1 Symétries partielles et accessibilité

Dans la pratique, on constate que les comportements densesyastémes concur-
rents sont caractérisables par une association de comprtsiotalement symé-
triqueset de comportementsymeétriques occasionnelsexistence de ces com-
portements asymétriques fait que les symétries globalds & (représentant
le comportement du systéme) sont souvent trés réduites| G| = 1).8 Cepen-
dant, la représentation des comportements symétriqueé€pedactorisée d'une
maniere optimale.

Exemple 3.7.
N N
T1 T Ta
Tz T3 T> T3
Comportemenp; Comportemenp,

FIG. 3.9 — Exemple d’'un systéme partiellement symétrique.

La Fig.3.9 montre un exemple d’un systéme globalement asgoed Cette asy-
métrie est due a I'exécution de la tachgphr le processus puniguement, tandis
que pour le reste du systeme, les deux processus se contpitie@ maniere
identique. La structure de Kripke de ce systéme est reptéselans la Fig.3.10.

A notre connaissance, aucune tentative n'a été faite pdisentcette structure pour la vérifi-
cation de propriétés temporelles.
8Les symétries ici sont comprises au sens de la définition 3.2.
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()

21,T12} 11,T22} SZ
y

{T31,Ta2} | S11

{T3 1, T3, 2}

FIG. 3.10 — Structure de KripkeX, du systeme de la Fig.3.9.

Les asymétries occasionnelles sont formalisées par l@amate structure de
Kripke partiellement symétrique

Définition 3.11 (Structure de Kripke partiellement symétrigu&oient X =
(8,50,R,A4P,M) une SK et Gs C S(AP). X est dite partiellement symé-
trique par rapport a Gs ssi il existe une sous structure de Kripkég =
(85,55, R5, AP, M), qui vérifie :

— $5C S5, 55C5%5NS0, REC R et

— %s est symétrique par rapport §s.

Exemple 3.8.La structure X de la Fig.3.10 est partiellement symétrique par
rapport au sous- group@s C 6(A42) tel que Gs = {id,g} ou g est défini par
9Ti1=TetgTi>=T,iec{1,23}.

En effet, il suffit d'ignorer les étatsgSS;o et §1, ainsi que leurs arcs adjacents,
pour découvrir une structur&s symétrique par rapport &s.
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Ainsi, pour une structuré, le sous-groupé&s permet de réduire au maximum la
représentation d&s. Le graphe quotienks de &; est construit suivant la défini-
tion 3.3, en prenant{ = Gs. Dans ce cas, le sous-grougeest utilisé uniquement
pour réduire la représentation des parties asymétriguest @pplicable partou®).
Ceci est formalisé par la définition de la structure quotsemiante.

Définition 3.12 (Structure quotient d’'ung K partiellement symétrique)Soit

K =(5,%,R,AP,M) uneS K symétrique par rapport & et partiellement sy-

métrique par rapport &js et Xs = (55,53, R %, AP, M) sa sous-structure. La struc-

ture quotient deX est un grapheX = (S, R ) définie par :

—S= {(Gs5)|5€ 555 estun représentant unique de la classe d’équivaléhe U
{(G,9) | s€ S,5 est un représentant unique de la classe d’équivaléhsg\
{(G,3) |5€ 5,35 € 55 Gs.3 =G5}
—R= {(<g5781) (gsv )) | ds1 € gSSLElSZ < gS'ng(sl?SQ) S KS}U

{((6,31),(G:%) | 3s1 € G351, € G.3, (51,%2) € (R\ R®)}U
{((G.31), (Qs, ) | (GsS2 = G-S2)A
(Is1€ G51,3% € G.%,(s1,%) € (R\R®))}-

Dans la construction de la structure quotient, il faut pouee attention parti-
culiere aux classes d’équivalence construites a partifoeu de G quand elles
représentent exactement le méme ensemble d’états. Daas,aancne garde que
la classe d’équivalence construite gar(derniére clause dans la définition §le
Par conséquent, les arcs pointant vers les nceuds retikentétre redirigés vers
les noeuds sauvegardés (derniére clause de la définiti®).de

Exemple 3.9. Le graphe quotientXs de %X est représenté en gras dans la
Fig. 3.11. Les nceuds (resp. les arcs)Xgsont des classes d’équivalence d’états
(resp. d’arcs) par rapport &s. Nous avons les classes d’équivalences suivantes :
{S}:{S1, S} {Ss}, {S, S5}, {S6, S}, {Se}- Aussi, nous avons choisi les repré-
sentantsuivantsS§) =%, S =9, S$S=,S=9% S =S etS=S.

Pour retrouver I'ensemble des comportements du systenus, cevons réintro-
duire les états et les franchissements précédemment ignOeti est effectué en
isolant, a l'intérieur de chaque classe d’états dg, les états prédécesseurs et
successeurs des états ignorés (considérer les traits el

Ceci concerne tous les états dont le sous-group€&estleurs arcs adjacents : les
nceuds (resp. les arcs) sont des classes d’équivalence dks fieesp. d’arcs) par

9K est symétrique par rapport@
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rapport a G (ici, G est réduit a lidentité) S; = S etS, = S;.

V.

(Gs,S0) [ {1, Ta2}

I} (12.T:2}) (6.5)

{Ti1, T2} (Gs S1)
= G
{T31, T2} Jpommmmmmmopomo e [m (G.Sy)

( 957 _SZ) {T2717 T272} ( g& _S\3>
(Gs,Sa)
{T21,Ta2} | (G, S10)

AN

N7

{T31,T12}

(Gs,'S5) | {T31, Ta2}

(G,S11) | {Ta1, Ta2}

FIG. 3.11 — Structure quotient, de X (de la Fig.3.10).

Nous remarquons ici, que les classes d’équivalence assoaiéétat J et calcu-
|ées par rapport &Gs et G sont les mémesGs.Sg = G.S = {Sg}. Ceci explique
les arcs entre les nceudss, S) et (G, S11).

Ainsi, nous avons construit un graphe quotigatie X dont les nceuds et les arcs

sont divisés en deux ensembles :

— le premier ensemble représente d’'une maniere optimisésdmble des com-
portements symétrigues moyennant le sous-groupe de @EOmsiGs.

— le deuxiéme ensemble représente I'ensemble des compateasymétriques
moyennant le sous-groupe de permutations restrigtif

Bilan. La technique par symétries partielles, développée icimmpede traiter
les systémes globalement asymétriques de maniéere effid@aamoins, cette ef-
ficacité dépend fortement de la taille du sous-systéeme siquétxs : plus %s est
grand, plus la réduction est importante. Aussi, cette tiecienne traite pas des
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propriétés temporelles et son application est réduite auled'accessibilité.

Cependant, elle est l'initiatrice des idées qui vont suipoair I'exploitation
des symétries partielles dans un cadre plus général. Cesi canduit a I'ap-
proche [HIAQOQ], destinée cette fois a la vérification desppiktés temporelles.
Elle a été le point de départ de cette thése car elle offrdeange potentiel d’opti-
misation non encore exploité. Vue son importance, noushsacrons le prochain
chapitre ainsi qu’aux améliorations que nous y apportons.
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Chapitre 4

Symeétries locales et vérification de
propriétés temporelles

Les techniques décrites précédemment, exploitant lestagsdes systemes, pro-
posent un schéma dans lequel la propriété est structuesiesgmeétrique.

Les auteurs de [HIAOQ] proposent une technique dans lagjilelt possible non
seulement de traiter ces cas, mais aussi ceux ou les pegpsi@hasymeétriques
De plus, et moyennant une représentation particuliére sigaétries du systeme,
cette méthode reste applicable pour les systamgmétriques

4.1 Presentation de la méthode originelle

L'approche présentée dans [HIA0Q] est basée sur la théesiaatomates et opere
au niveau du produit synchronisé entresSI& du systeme et 1684 représentant
la propriété a vérifier.

Durant le processus de Vvérification, il arrive souvent que eeécutions équi-
valentes soient reconnueartiellementpar le méme chemin de I'automate. En
d’autres termesgles préfixesle ces exécutions sont reconnus parpuéfixedu
chemin. Pour ce chemin, les représentations de ces exésyteuvent étre fac-
toriséesau niveau de ces préfixest la distinction ne sera utile que lors de la
divergence dans la reconnaissance.

Exemple 4.1.Considérons I'automate de Biichi de la formule LTl FG(T2 1 A

Tz2) (Fig. 4.1). Deux chemins du produit synchronisé entrg # de la Fig. 3.2,
représentant les états du systeme symeétrique a deux puscetd’automateds

sont représentés dans la Fig.4.2.

51
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do
a1

FiG. 4.1 — Automate de Blichis de la formule LTL :f = FG(T21 A T32).

@ Qo) ESS’ Qo)

<SG7QO> <S77q1>
FIG. 4.2 — Une partie du produit synchronisé entrg i, X, de la Fig. 3.2 ef¢

Nous remarquons que dans les exécutions (S, S1)(S1, $) (S, Ss) ... eto’ =
(S0, 2) (%2, S5) (S5, ) - -, les preéfixesS, S1) (S1, ) deo et(S, &) (S, S5) ded’
sont reconnus par le méme préfiée, do) (o, do) de I'automate. La divergence
dans la reconnaissance ne commence que lorsque les gtdenSo et § dans
o’ sont rencontrés.

Ainsi, puisque les exécutiomset o’ sont symétriques par rapport a une permu-
tation de G2, il est possible de factoriser la représentation des préfoes deux

chemins.

1G est un groupe de symétries i
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<SOa QO>

{S, <}, q0)

{S, S5} o)

FIG. 4.3 — Factorisation des représentations.

Cette idée est exploitée pour la définition d’'un produit $yoaisé quotient,
K ® A4, représentant le produit ordinait ® 4 (X étant laS X représentant le
comportement du systéme 4t le B4 representant la propriété a verifier). Du
point de vue du test de vacuité, les deux structures sonvpesiequivalentes. En
effet, I'existence d’'un chemin acceptant dans la strucbudenaire est une condi-
tion nécessaire et suffisante pour I'existence d’chemietent dans la structure
quotient.

Définition 4.1 (Produit synchronisé quotientpoit X = (S, So, Rx, AP, M «) une
S XK symétrique p.r.a un group§ C S(A4P), et4 = (Q, Q, Qs,Ra,AP,MN7)
un BA4. Le produit synchronisé quotierde X et 4 est un84, X® A4 =
(V, %, Vg, R,AP,N) défini par :

-V ={{(#H,0,9)|H C G,0C ReacliX),qe QNH.O =0},

- W={(G,G.5,0)[s€ SoAqE Q},

- Ve ={(#,0,0) € V|qe Qs},

— R est défini par construction comme suit(#,0,q), (#',0,()) € R ssi
J(s,s) € Ox Stel que(s,s) € Rgx A (q,d) € Rq A 7(q) C MNg(9).
Alors O = (HN Gq).S etH' C Go. 2

- N : vV — 237 telle quen((#{,0,q)) = MN4(q).

qu est une simplification d’écriture podn , q)-
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Note 4.1. Pour rendre la relation successeur opérationnelle, ligateur de I'ap-
proche doit spécifier comment choisir le sous-groffell est a priori intéressant
de maximiser{’, i.e., prendre’{’ = G, mais ce choix peut s’avérer extrémement
codteux si on ne peut pas trouvgg directement a partir de la syntaxe du mo-
déle utilisé. Dans tous les ca%{’ peut étre choisi comme étant le sous-groupe

}[Hqu Go-

Le constat important ici est que la définition précédentease gucune contrainte
sur les symétries globales de I'automate de Biichi, ce quigied’accepter n’im-
porte quel automate, quel que soit son degré d’asymétrigeri€kant, la réduc-
tion apportée par 'approche dépend fortement de la taillealis-groupé;, car
chaque nceud de la structure quotient référence un gréugei est lui-méme un
sous-groupe d§ (|G| ~1 = |H| ~1).

Ainsi, pour espérer une réduction importante (méme daraslees systémes glo-
balement asymétriques), les auteurs de I'approche propdseprocéder de la
maniére suivante : d'abord il faut augmenter les différentmposants (de méme
type), du systéme asymeétrique, par des actions et des jachesniere a unifier
leurs comportements; ensuite, @¥ particulier, appel@utomate de contrdle
est utilisé pour restreindre les comportements du systaims, modélisé, a ceux
réellement exécutés par le systéme originel.

Note 4.2.1ci, il n’est pas question de traiter n'importe quel systéasgmétrique
(bien que cela soit théoriquement possible), mais seuleceerx dont les compo-
sants exhibent une certaine forme de symétrie, que nousigrals de systemes
partiellement symétriquesCette propriété est courante dans les systémes distri-
bués et un bon exemple est celui des processus concurréntsudent acceder

a une section critique distribuée. La gestion des conflitfate, par exemple,

en attribuant une priorité a chaque processus. Dans ce cas, les processus se
comportent d’'une maniere symétrique sauf pour I'acces @&tdian.

Exemple 4.2.Considérons a nouveau le systeme de la Fig. 3.9. Pour faire co
respondre le comportement de @ celui de p, nous rajoutons la tachesTa p1
comme illustré dans la Fig.4.4. Cet ajout transforme le cortgment global du
systéme en celui représenté par la structure de Krigkede la Fig.4.5.

3pDans le reste du document, nous utiliserons indifféremresntermesylobalement asymé-
triqgueset partiellement symétriques
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N N
Ty Ty Ty Ty
-+~ \\
T2 T3 T2 Ts
Comportemenp; Comportemenp,

FIG. 4.4 — Ajout de la tach@&, a p;.

En comparantX a la structure représentée dans la Fig. 3.10, nous remarguon
I'ajout des trois états : §, Si3 et S4. Ces états, ainsi que leurs arcs adjacents,
garantissent la symétrie d& par rapport au sous-group§ C &(A4P) tel que

G ={id,g} ougestdéfinipardi1=TioetgTio=T1, i€ {1,2,3}.

L'automate de controled; est utilisé pour interdire le passage du systeme d’un
état ou le processus; exécutait la tache slvers celui ou il exécute la tachq.T
Ainsi, le comportement réel du systéme est obtenu par lehsymsation de la
structure avecA. : K ® 4.

En réalité, ce procédé introduit une nouvelle approche deéfigation des sys-
temes globalement asymétriques, qui se trouve étre adafdeégestionocale
et dynamiqueles asymétries. Dans cette modélisation, les asymétrisgstieme
sont séparées du comportemaniminal par le biais de I'automate de contrdle.
Par conséquent, le probléme de la vérification d’un syst@hobdlement asymé-
trique) est ramené a la vérification d'wystéme symétrique contralék ® 4.
étant le représentant du comportement du systeme asyoeaid;, 'automate
de Buchi représentant la propriété a vérifier, alors le ptaynchronisé sur lequel
le test de vacuité va s’exécuter est défini pgk:® 4;) ® As. Puisque I'opération
® est associativg,X ® 4c) ® As = K ® (4. ® A¢). En notant4. 1 = Ac ® As
alors X ® (4. ® 4s) = K ® A ¢, et le probléme est ramené a la vérification d’'un
systéme symeétrique par rapport a un automate quelconque.
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FIG. 4.5 — Structure de Kripkek, du systeme de la Fig.4.4 et son automate de conte (
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4.2 Critiques de la méthode originelle

L'avantage de I'approche présentée est, bien sdr, sa td@agérer localement
et dynamiquement les (a)symétries du systéme et de la ptégrivérifier, méme
pour les cas les plus désavantagele, (systeme et propriété globalement asymé-
triques). Elle offre ainsi la possibilité d’'une optimisatidu processus de vérifica-
tion. Cependant, cette méme localité de traitement codduite complexité en
espace, du produit synchronisé quotient 8&/2/Ad>IA1) En d'autres termes, il
est possible de construire une structure quotient plusdgrgue le produit ordi-
naire !

Ainsi, et bénéficiant de I'idée de base, nous nous proposansétiorer la mé-
thode afin de minimiser I'impact de cette complexité. Cetiréalisé en deux
points :

— le premier point concerne la modélisation. Nous proposmesmodélisation
utilisant lesautomates de contréle basés sur les événenmanigeu de ceux
utilisés dans la méthode originelle : d’'une part, parce guaisonnement sur
les événements, pour contrdler les actions du systemelussinguitif que ce-
lui basé sur I'énumération des états ; et d’autre part (et ¢geplus important),
parce que 'automate généré par un tel raisonnement estggque) plus com-
pact. Pour I'expression de la propriété, nous utiliseressautomates de Buichi
généralisés basés sur les transitichg;(84), car il sont plus compacts que les
‘BA classiques.

— Le deuxieme point est plus fondamental car il concerngdiadlhme de test
de vacuité. Nous développerons une approche qui bénéfideestiricturation
en ensembles des états du produit quotient pour optimisegrlication. En
effet, les états de la structure quotient étant des ensemltdéats du produit
ordinaire, ils peuvent étre comparés par tists d’inclusioren plus des tests
d’égalité classiques. Cette possibilité permet de rédaitaille globale de la
structure. L'approche sera décrite dans le chapitre stideams le cadre général
desautomates de Bichi ensemblistes

4Complexité dans le pire des cas.



58

4.3 Modéle de systéme partiellement symétrique

Compte tenu des critiques précédentes, nous proposongliaen I'approche
en conservant I'idée du contrdle d’'un systeme symétriques en utilisant cette
fois un automate de contrble basé sur les événements. Eniledfst plus facile
et plus naturel d’interdire au systéme (symeétrique) diathe un état particulier
moyennant la “suppression” de certaines actions, que dieep 'énumération
de toutes les exécutions admises. En plus d’étre souraeedisrde modélisation,
un automate de contrdle basé sur 'énumération des sequéiétats non admises
comporte souvent un nombre important d’états et ceci poseitre probleme de
complexité pour la vérification.

Exemple 4.3.Considérons a nouveau le systeme de la Fig. 4.4. Nous augmen-
tons sa représentation par 'ensemble d’événements{e }i—1  sU{€}i=1. 5.
Chaque événement est interprété par la terminaison d’ucleet&t le déclenche-
ment de I'exécution d’une autre.

Pour retrouver les comportements du systeéme origine) §ams I'exécution desT
par p), il suffit de contréler 'occurrence de I'événement €eci est facilement
réalisable par I'automate de contrble de la Fig.4.7. L'ét&jte—e4 est définie par

—e4 = E\ {e4}. Cet automate accepte toutes les séquences événemerus| kesuf
incluant e,.

\ N
Ty Ta T Ta
M o
e e . e 4
|‘ ’l es / K(\) %
& v &
T T3 T T3
Comportemenp; Comportemenp,

FIG. 4.6 — Exemple d’un systéme étiquete.

=)

FIG. 4.7 — Automate de contrbled;, basé sur les événements.

SModele introduit pour la premiére fois dans [BHI04].
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On note immédiatement que cet automate compte moins déétditacs que celui
de la Fig. 4.5 (1 état contre 3).

Avant de formaliser I'idée précédente par la notiorsttecture de Kripke contro-
Iée nous introduisons la définition d’'un automate de contr@leésur les événe-
ments.

Définition 4.2 (Automate de contréle4)). Un automate de controlel. =

(L,lo, R, E, ) est défini par :

— L, est 'ensemble des états,

— lp € L, est I'état initial,

— R CLxL estunensemble de transitions.

— ‘E estun ensemble fini d’événements.

— A :LxL— 2% est une application qui associe & chaque couple d’états un
ensemble d’événements.

On note(l,y,1’) € R (ou encore 1.Y,1"), la transition(l,1’) € R telle queA(l,1’) =

Y.

Ainsi, le contrdle d’'une structure de Kripke étiquetée parautomate consiste
a synchroniser chacune de ses transitions avec une toendéil’automate. Au-
trement dit, le passage du systéme d’un état vers un autreraegtorisé que si
I’événement qui le provoque est validé par une transitiobedgomate.

Définition 4.3 (S X‘E contr6lée par urCA4). Soit X = (8,5, R, AP, E,N,I)

uneSKE et 4. = (L,lo, Ra., E,A) un CA. Le contrble deX par A4 est défini

par uneSKE, Ka, = (Sa,, S Ras» AP, E,N 5 T 1), notéeXy, = KB4, tel

que :

— Sg. =S x L estI'ensemble des états,

- 521C = So x {lo} est'ensemble des états initiaux,

— Ry ={((s1),(S,1)) €52, % 52| (5,8) € RA(L,I') € Rq AT (5,8) € A(1,1)}
est la relation de transition.

- N% S, — 2% telle quen: (s1) = M(s),

— T 187, xSa, — 2T telle quel 2 ((s1),(s,1")) =T (s9).

La vérification d’une propriété temporelle & temps linéaégsgorimée par une for-
mule LTL f/, sur un tel systéme est réalisée par un test de vacuité smutase
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K®4: ® As, ou A5 est unT GBA® représentant la négation de la formule
(f = —f’). Ainsi, le produit synchronisé quotient de cette nouvsttecture sera
défini par ce qui suit.

Définition 4.4 (Produit synchronisé quotientoient X = (S, S0, Rx, AP, E,
Mg,l) une SKE symeétrigue p.ra un groupes C S(APU E), A =
(L,lo, Ra,, E,A) un CA de K et unT GBA, As = <Qﬂf,ng,ﬂ<ﬂf,ﬂzp,f>. Le

produit synchronisé quotierde X®4; ® 4r est un7 GBA, KA At =
(Q QR AP, F) défini par :

- Q={(#,0,1,9)|H C G,0C ReachiX),l € L,q€ Qq,,AH.O=0},

- @={(G.Gsloq)|seSonge QQ},

— R est défini par construction comme sui{(#,0,1,q), (#',0,l'.)) € R
ssid(s,§) € Ox S tel que,(s,s) € R, (I,I) € Ra,, (q,P.F,q) € Rq,, avec
P CMg(s), M(ss) e A(ll). Alors, O = (HN GyN Gp).S, ouy=A(l,l") et
P=M4(q,d), 7' C Go-

Note 4.3.La preuve de la validité de cette construction et par conségliéqui-
valence entre le résultat de test de vacuité sur la strucuiient X ® 4. ® A4s
et la structure ordinaireX ® 4. ® A; sera présentée dans la section 5.6.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la méthode de Hadddéi8A@0] pour
la vérification des systéme adaptée pour la gestion dynangtilocales des asy-
métries. Globalement, cette méthode modélise le systéemélisant deux com-
posantes : une structure de Kripke symétrique et un autodeintrole. La
structure de Kripke décrit les comportements nominaux gtesye et 'automate
de contrdle restreint ces comportements a ceux réellemedtiip. Ainsi, les asy-
métries du systéme sont transférées vers I'automate detmrte qui qui permet
leur gestion de maniére dynamique.

Nous avons ensuite proposé une amélioration de ce modélepnsidére des
automates de contrble basés sur les événements au lieu xibastes sur les
états. Cette amélioration rend d’une part, la modélisgilaa intuitive, et d’autre
part, elle produit des automates de contrdle plus complaetsodele, ainsi dé-
crit, permet la construction d’un structure quotient sgukalle la vérification de
propriétés temporelles peut étre effectuée de manierealqote a celle réalisée

8Définition 2.10
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en utilisant la structure ordinaire. On opére alors cettdigation a I'aide d’'un
des algorithmes de test de vacuité proposés dans la littérat

Cependant, la gestion dynamique des asymétries pose ulemebe taille : les
états de la structure quotient (qui sont, au fait, des enkestétats de la structure
ordinaire)n’ont pas forcément des intersections vides et peuvent éussnclus
les uns dans les autres, i.e., les états de la structure eubtie définissent pas
nécessairement une partition des états de la structurenai. Par conséquent,
il est possible que la taille de la structure quotient saisgrande que la structure
ordinaire.

Ce probléeme est étudié en détail dans le chapitre suivadéd_est de développer
des algorithmes de test de vacuité, opérant a la volée @fisthet qui bénéfi-
cient, justement, des propriétés d’intersections nonsvedel’inclusions des états
de la structure quotient pour réduire sa taille, et par oqunseét permettent I'opti-
misation du processus de vérification.
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Chapitre 5

Optimisation de la vérification des
automates ensemblistés

5.1 Introduction

Comme nous l'avons déja mentionné dans le chapitre prétédmmantage de
I'approche par symétries locales constitue aussi son r&roent. En effet, les
états du produit synchronisé quotient ne forment pas urt#tipardes états du
produit synchronisé ordinaire.

Considérons les automates de la Fig. 5.1. Cette figure mdatre automatest
et B tels que les états dB sont des ensembles d’étatsdel’automateq corres-
pond au produit synchronis€® 4. ® As et B correspond & ®4; ® As.

FIG. 5.1 — Un exemple d’automate ensembli®tele 'automated, avec ¥4 =
Fs=1{f,0}.

ILes idées développées dans ce chapitre ont fait I'objet gipport technique ([BDLO06]), et
d’une publication dans ACSD 2007 ([BDLO7]).
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On remarque ici que certains états deapparaissent dans plusieurs étatsAle
(e.g.,s7 apparait dan$; et S5). Plus important encore, certains états®@lsont
inclus dans d’autres (e.d C S).

Ainsi, dans son état actuel, la méthode décrite dans le tthapipeut aboutir a
la construction d’'un automate, dit “quotient”, qui contigtus d’états que I'auto-
mate originel! Si nous considérons que I'ensemble desd¢diautomate originel
estQg, alors la technique peut construire un autonfitel queQz C 221, Donc,
dans le pire des ca@; est égal & Bl (ceci n"empéche pas que dans plusieurs
cas pratiques on [@z| < |Qgl)-

Le constat important est que cette méthode ne tire pas pesfitndlusions entre
les états d&3, ce qui pourrait étre tres bénéfique pour la réduction delle tke 3B,
et donc I'optimisation de la vérification. Sur notre exemplest possible d’éviter
de construire (et stocker) les ét&set S5 car I'information qu'ils inteégrent est
déja représentée par les étgietS.

Il important de noter que les problemes de l'inclusion ettérsection non-vide
n’est pas propre a la méthode présentée dans le chapitéderécEn effet, nous
observons les mémes problemeslssrgraphes de dépliad€GP0OQ], ou encore
surles graphes d’observatidiiiK04], que la pratigue montre comme de bonnes
techniques de réduction.

Ainsi, et pour étre applicable dans le cas général, nousosmys ici des solutions
attenuant I'effet de ces problemes dans le cadre des g@esaltomates ensem-
blistes avec la création de nouveaux algorithmes de test de vasp#ééialement
adapté pour ce type d’automates.

Dans la section 5.2 nous définissons formellemenalgemates ensemblistes
et nous proposons un ensemble de cing propriétés fiaatB, qui permettent
d’établir une équivalence entre les deux automates du peirtie du test de va-
cuité. La section 5.3 présente un algorithme de test de téaadapté pour ce type
d’automates. Dans la section 5.4 nous opérons une modificdé I'algorithme
précédent qui le rend plus rapide maemi-décisionnelil répond a la question
de la vacuité par “oui” ou “je ne sais pas”. La section 5.5 disde la génération
descontre-exemplesAussi, les différentes notions introduites dans ce chapit
nous permettent de prouver la correction de la constructioproduit synchro-
nisé quotient introduit dans le chapitre précédent. Cataye est présentée dans
la section 5.6.
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5.2 Définitions des Automates de Buchi Ensem-
blistes J-UT GBA)

Pour une présentation générique de notre méthode, nouslém s des auto-
mates dont la structure ressemble a celled€gBA4 mais pour laquellen ne dé-
finit pas de propositions atomiquesn effet, les propositions atomiques ne sont
nécessaires que pour le calcul du produit synchronisé etepéétre ignorées
apres cette opération : I'algorithme de test de vacuité ashgsoin des proposi-
tions atomiques pour s’accomplir.

Définition 5.1 (Un automate de Bichi généralisé non étiqueté avec transiti
d’acceptation) Un automate de Buichi généralisé non étiqueté avec transitio
d’acceptation ({7 GBA) est un‘T GBA sans proposition atomique. C’est un
tupled = (Q, Q% R, F) tel que

— Q estun ensemble fini d’éléments, app&ieds

— QY C Q estI'ensemble des états initiaux,

— ¥ estun ensemble fini d’éléments, appelésditions d’acceptatign

— R C Q x27 x Q estlarelation de transition.

Pour éviter toute confusion par rapport aux notions préssntlans le chapitre 2,
nous reprenons les notions d’états accessibles, de chederceemin acceptants
pour le cas d'unti7 GBA.

Définition 5.2 (Etats accessibles d'ul7T GB4). Soit 4 = (Q, Q% R, F) un
UT GBA. Un état sc Q estaccessiblesi sc Q° ou s'il existe une séquence
(s0,Fo,s1)(S1,F1,2) - - (Sh—1, Fn—1,Sn) de transitions deX. commencant dans un
état initial € QP et se terminant par un état, s= s. On noteReacl{.4) I'en-
semble de tous les états accessibleside

Définition 5.3 (Chemin et Chemin acceptant d'ufi7 GBA4). Soit 4 un
UT GBA. Un cheminde 4 est une séquence infin{ey, Fo,s1)(s1,F1, %) -+ de
transitions de® commencant dans un état initiaJ s Q°. Un chemin est accep-
tantsivf € #,Vi > 0,3j > i, tel que fe Fj, c’est-a-dire, si ses transitions sont
étiquetées infiniment souvent par chaque condition d’aetigm. On note I'en-
semble de tous les cheminsdgar Run(4) et 'ensemble de ses chemins accep-
tants parAcc(4). Pouro = 6(0)o(1)0(2) - -- € Run(4), on noteoin (i), Oacdi),
etoout(i) la source, les conditions d’acceptation, et la destinatieria EMetran-
sition dea, autrement dito(i) = (Oin(i), Oacdi), Oout(i)). Finalement, on note'
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le suffixe de& commencant par l€etransition : ¢' = o(i)o(i +1)o(i+2)---.

Tel que nous I'avons introduit dans le chapitre 2, I'objedtiin algorithme de test
de vacuité est de répondre a la question de la vacuité dehidns Acc. Ici, nous
voulons définir une relation d’équivalence entre dé€lX G BA A4 et B, basée sur
le résultat du test de vacuité sur chacun des deux automates.

Définition 5.4 (Equivalence de vacuité)Deux UT GBA, 4 et B sont -
équivalents ssi tous deux ont au moins une exécution actepbta aucun n’en
a.

,‘ZL%QB ssi Acc(A4)=0 < Acc(B)=0

Nous proposons maintenant un ensemble de 5 propriéteequdeux7 G BA
A et B ou les états d& sont des ensembles d’états dest B estl1-équivalent a
4. L'idée qui sera poursuivie ultérieurement consisterar@straire un automate
B vérifiant ces propriétés et sur lequel le test de vacuité eseauté en lieu et
place deq.

Définition 5.5 (O-UT GBA). Soient deuxt!T GBA, A = (Qa, QY Ra, Fa) et
B =(Qgp, Q. Rg, F) . B est und-UT GBA sur 4 s'il satisfait les propriétés
suivantes :

Qs C 2%\ {0} (5.1)

F3= Fa (5.2)
U s=qQ} (5.3)
SeQg

VSe ReachiB),V(s,F,s) € R4, avec s S,
3S € Qg tel que §€ S,et(SF,S) € Ry
V(S F,S) € Rz, Vs € S, Ise S tel que(s,F,s) € R4 (5.5)

(5.4)

Proposition 5.1. Soient4 = (Qq,QY, Ra, Fa) et B = (Qg, Q, Rg, F5) deux
O
UT GBA tels queB est ur]-UTGBA sur4. Alors 4= B.

Démonstration.Nous voulons montrer quéo € Acc(4) < 30’ € Acc(B).

(=) Soito = (s, Fo, S1)(s1, F1,S) - - - € Acc(A4). Partant du fait que, € Qﬂf’ nous
pouvons utiliser (5.3) et trouver Ug € Qg tel quesy € . Sachant qué&, est
accessible dan8 et contientsy, on peut utiliser (5.4) pour trouver 8 € Q3 tel
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ques; € S et(S, Fo, S1) € Rg. Sachant qu§,; est accessible daset contients;

par construction, on utilise (5.4) encore une fois pourteswn$S, € Qg tel que

S €S et(S,F1,S) € Rg. Par itération sur la propriété (5.4) on peut construire
une séquence’ = (S,Fo,S1)(S1,F1,S) --- € Run(B) tel ques € S pour touti.
Puisquefz = ¥4 (5.2) etd’ visite chaque condition d’acceptation aussi souvent
quea, alorso’ € Acc(B).

(<) Soitd’ = (S,F0,S1)(S1,F1,S) - - - € Acc(‘B). Construisons un arbre dont
les nceuds (exceptée la racine), sont des étafis Appelonsl laracine de I'arbre

a la profondeur 0. Les nceuds de profondewr O sont exactement les états ap-
partenant &,_1. A la profondeum > 1, le péres d’un états’ est choisi parmi les
nceuds de profondeunr— 1 tel que(s, F,_1,5) € R4 ; (5.5) garantit I'existence de
s. Le pere de tout nceud a la profondeur 1 estTous les arcs de cet arbre, excepté
ceux sortant de la racine, correspondent a des transitefg d

L'ensemble des nceuds a la profondeur O est un sous-ensemble @g, qui est
fini, par conséquent méme si cet arbre est infini, il a un degréRar le lemme
de Konig, il contient une branche infinie. La séquence caiisten suivant les
arcs de cette branche infinie, en ignorant I'arc quittantso, Fo,s1) (s1,F1, %) - - -
est un un chemin dé (s € Qﬁl) qui visite chaque condition d’acceptation aussi
souvent qu&’. Donc, c’est une exécution acceptantedie

]

A présent, nous développons deux propositions qui intsshiinotre nouvel al-
gorithme de test de vacuité sur [8sU7 G‘BA. Les deux propositions utilisent la
notation suivante.

Définition 5.6 (Substitution des états initiauxSoit 4 = (Q, Q%, R, F) un
UT GBA, et TC Q un ensemble d’états d@. On note4[T] 'automate par-
tageant la méme structure quemais ayant T comme ensemble d’états initiaux.
Autrement ditA[T] = (Q, T, R, F).

La premiére proposition tire profit du fait que certains €tadnt inclus dans
d’autres, pour I'optimisation du test de vacuité : consuér’exemple de la
Fig.5.1, dans leli'7 GBA B nous avonsy C §;. Puis qu’il n’existe pas de che-
min acceptant qui travers® (qui passe infiniment souvent paetg) alors, il est
inutile de parcourir les successeursiesar il n'y auraforcémentpas de chemin
acceptant qui traverse cet état.
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Proposition 5.2. Soit B = (Qg, QJ, Rz, F) un0-UT GBA sur 4 = (Qq, QY3
Ra, F) et soientdeux états T et D dg; telsque DC T. On a

Acc(B]{T}]) =0 = Acc(B[{D}])=0
Démonstration.On prouve la contraposée :
Acc(B{D}]) #0 = Acc(B[{T}]) #0.

Considéronss = (Dg, Fp,D1)(D1,F1, D2) --- € Acc(B[{D}]). En utilisant (5.5)
de la méme facon que pour la preuve de la parie-) de la proposition 5.1,
on peut trouver une séquenae= (do, Fo,d1)(d1,F1,dp) - - - telle quevi > 0,d; €
Di. Considérons la premiére transition de: (do, Fp,d1). PuisqueD C T, on a
do € T, par conséquent, on peut appliquer la proposition (5.4) fouver une
ensembld; tel qued; € T et(T,Fy, T1) € Rg. Puisqued; € Ty on peut appliquer
la proposition (5.4) encore une fois pour trouv@i, Fi, To) € Rg. En répétant
cette opération, on construit une exécution acceptée (T, Fy, T1)(T1,F1, To) - - -
deB[{T}].

[

La proposition suivante nous permet la décomposition diuaesition(R F, T)

en un ensemble de transitio(®R F, T1),..., (R F, Ty) avecT;U---UT, =T, tout
en respectant ld-équivalence. Une telle opération nécessite I'ajout dsata de
transitions a I'automate initial.

FIG. 5.2 — Exemple de décomposition d’une transitignF, T).

Autrement dit, on veut substitu@r par un automate qui a{Ti,..., T} comme
ensemble d’états initiaux, et qui éstequivalent a4[T|. La Fig. 5.2 illustre cette
opération. Cette décomposition s’avére importante sigyes uns des étatsont
déja été visités par I'algorithme de test de vacuiteé, et dansas il est inutile de
les visiter a nouveau.
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Proposition 5.3(Décomposition d’une transition dansUrU7 GBA). SoitB =
(Qz, QY Rz, F) unO-UTGBA sur4 = (Qa,Q3,Ra, F). Soient une transition
(RF,T) e RgetC=(Q, Qg,'J{E,T) und-UTGBA sur4|[T]. LautomateB’ =
(QeU Q. QY. Ry, F) tel que,

Qg/:{ (%g\{T})UQg siTeQd

Qg autrement
KB’ :(-{Rﬂi\{<R7 F7T>}) U {<R7 F7T/> | T € Qé‘o} URE
est unJ-UTGBA sur4.

Démonstration.Les propriétés (5.1) et (5.2) de la définition 5.5 sont saitisé

par B’ par définition. Il reste a prouver les propriétés (5.3) a)(5.5

(5.3) On doit montrer qu@SGle S= Qﬂ?. PuisqueB est ui1-UTGBA sur4, on
aUscqoS= QY. SiT ¢ QJalorsQ) = Q2 et la propriété (5.3) est satisfaite.
Autrement, puisqu€ est urt]-UTGBA sur4|T], on aUSng S=T,donc (5.3)
est satisfaite aussi.

(5.4) Soit(s,F,s) € R4 une transition de?, etSe Reachi®’) tel ques < S. Pour
prouver (5.4) on doit trouver une transitio8 F,S) € Ry telle ques € S. On
distingue trois cas qui couvrent tous les états de Re{¢h
— SiSe (ReachB)\ {R})V(S=RAS ¢ T) alors puisqueB est uri1-UTGBA

sur 4, sa propriété (5.4) garantit I'existence d’une telle traos.

— SiS=RAS €T, alors puisqueC est un(J-UTGBA sur 4[T], sa pro-
priété (5.3) assure queT’ Qg tel ques € T/, par conséquenR, F,T’) €
Rp par définition deB’.

— Finalement, s ReacliC) alors puisque” est un]-UTGBA sur 4[T], sa
propriété (5.4) garantit I'existence d’une telle trarmsiti

(5.5) Pour prouver (5.5), on doit assurer que tous les tuf#eB S) de Ry
vérifient Vs € S, 3s € S (s,F,s) € 4. On sait queB est unJ-UTGBA
sur 4, donc la propriété est satisfaite pour toute transitiiF, S) de Rsz.
D’une maniere similaire, puisque est unJ-UTGBA sur 4[T], (5.5) est vraie
pour tout tuple dan,. Il reste a vérifier I'ensemble des transitions suivant :
{(RF,T)|T € Qg}. Cependant, puisque (5.5) était vraie pgRIF, T), elle
reste valide pour toutes ces transitions.

]

5.3 Testde vacuité d'unl-UTGBA

Un automate de Blchi généralisé accepte un st non vide) s’il contient un
cycle acceptant dans lequel toutes les conditions d’aatieptapparaissent. Les
emptiness checkqui testent cette propriété, peuvent étre divisés en desses :
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ceux effectuant des parcours en profondeurs imbriqués @Yt ceux basés sur
les composantes fortement connexes (SCC).

Les NDFS ont longtemps été préféerés aux algorithmes basésssBCC a cause
de leur meilleure consommation mémoire (une paire de bjiplémentaires par
état au lieu d’'un entier complet). Cependant, Schwoon ealzad SE05] ont mis
en avant le fait que ces données supplémentaires sont egiglég devant la taille
d’un état (une centaine d’octets). De plus, les algorithbeeses sur les SCC ont
de nombreux avantages : ils prouvent la non vacuité d’'unnaati® en explorant
moins d’états [GV05, CDLPO05], et supportent des conditidlasceptation gé-
néralisées sans sur-colt [CDLPO05]. L'algorithme que nagsgntons est basé
sur les SCC et procéde de celui présenté par Couvreur [COuB8jéme dérivé
de [Tar71, Tar72].

5.3.1 Description de I'algorithme originel

L'idée de cet algorithme est d’énumérer toutes tmsnposantes fortement
connexes maximales (MSC&un automate : tout graphe contient au moins une
MSCC sans arc sortant (MSCC terminale). Pour lister toedMSCC, on doit
trouver une MSCC terminale, la retirer de 'automate, puisiter une MSCC
terminale de I'automate résultant. On itere ce processsguja I'obtention de
toutes les MSCC de l'automate. L'algorithme effectue palaan parcours en
profondeur (DFSkur la structure de I'automate. Durant ce PEP, il maintiewat u
pile des SCC traversées. Quand une nouvelle transitioeesbntrée, la pile des
SCC peut étre augmentée ou réduite. Quand une SCC est aitéepile (elle
est terminale) on teste si elle est acceptante : dans ceéatgerithme se termine.
Autrement, chaque état de cette composante est magtjtés de facon a l'igno-
rer si le PEP le rencontre une nouvelle fois.

5.3.2 Adaptation aul-U7T GBA
L'algorithme que nous proposons différe de I'originel [@8lisur deux points.

Point 1. Le testdes états a retirer est généralisé : toutEtatiré par la DFS de la
procédure précédente est aussi retiré par la DFS du nogpeitaime, mais
aussi peut étre retiré tout éfatvérifiantT C D. Ceci est possible grace a la
proposition 5.2.

Point 2. La Fig. 5.3 illustre la seconde différence. Considéronstienate; ou
la DFS est en train d’examiner la transitidR F, T), T étant un nouvel état
(non encore visité). Notons qu’il existe un éadans la pile de recherche
(ou plus généralement, dans n'importe quelle SCC de la piledherche)
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A
A

LR

pile de recherche
pile de recherche

(B1)

FIG. 5.3 — Tests d'inclusion dans la pile. On réé@iten B;.

tel queD C T. Du point de vue de I'automate subalterfie ceci équivaut

a l'existence d’'un ensemble d’états ddRigjui peuvent atteindre des états
deD et vice-versa. Par conséquent, ils appartiennent a la m&@e Bour

le test de vacuité, il est bénéfique de diviser la transitRi, T) comme
indiqué dangB, : cet automate rend explicite la boucle sur la SCC et ré-
utilise les états déja visités. Une telle décompositiorcestecte du fait de

la proposition 5.3, mais nécessite des contraintes sugpitines, que nous
formalisons dans ce qui suit.

Soit B = (Qg, Qg,ﬂ{g;,f) un J-UTGBA sur 4. DecomgB,(SF,T),D)

est une opération qui réalise la décomposition de la prtpo$.3. En plus
deB et (SF,T), qui ont la méme signification que celle de la proposition,
I'argumentD est un état d& qui est, aussi, un sous-ensembldd®ecomp
construit 'automate” avec deux contraintes supplémentaires :

Contrainte 1. On doit assurer que < Qg (les autres états oteg vont, par
définition, compléteil).

Contrainte 2. R, ne doit pas ajouter de transitions pour les état%Bde
autrement dif (SF,S) € R | S€ ReaciB)} C Rg.

Decomp retourne une pait#, Qg : le nouvel automate, et I'ensemble des
états initiaux de”.

Note 5.1. Puisqu’en pratique on construig a la volée et qu®ecompne
rajoute pas de transitions a la partie dB qui a été déja visitée par l'algo-
rithme peut considérer tout automate issukEcompcomme s’il s’agissait
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de 'automate de départ.

L'algorithme 1 montre le listing complet du processus dé tesvacuité d’'un
O-UT GBA. Trois opérations sont nécessaires pour manipuler lesrdries
d’états : le test d’égalité, I'inclusion et la décompositi®n les note respecti-
vement,=, C et Decomp. Ces opérations sont présentées génériqgueméstica
réalisation dépend de la maniére dont les ensembles d&&tatsodés.

5.3.3 Correction du nouvel algorithme

On utilise les notations suivantes pour la preuve. A tout emnde I'exécution,
on note le contenu d@doet SCCcomme suit :

todo=(statg), suce) (state,sucq) - - - (staten, SUCG)
SCC=(rooty, lag, ace, remy) (roots,las,acc, remy) - - - (root,, lan, acc, remy)

todo est la pile gérée par la DFS, chaque élément de cette pilenespaire
(state, sucg) ou sucg est I'ensemble des transitions sortantes de I'stiatte qui
n’ont pas été encore visitées. On appelle la séqustate) . . . state, le chemin de
recherche

SCCest la pile des composantes fortement connexes. ChaqueigletdiansSCC
représente donc une composante fortement congxegversee par le chemin de
rechercheroot; est le numéro du premier état & En association aved (une
application qui numérote chaque état visité), ils pernmettie définir 'ensemble
des états, formant lai®MeSCC :

S ={se Qg | root < H[g < root1} pour 0<i<n
S ={s€ Qg | rooty < H[s]}

Tout termeacg représente 'ensemble des conditions d’acceptationrsaes par
les transitions qui relient les états 8e Le termela; représente I'ensemble des
conditions d’acceptation de la transition entrgila 1)°™®et lai®™®composantes.
Une chaine des SCC de la pile est illustrée par la Fig. 5.4lé&fimentyem est un
ensemble d’états a retirer quand la composante est retréepile (voir I'expli-
cation plus loin).
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9
10
11
12
13
14

15

16

17
18
19
20
21
22
23

24
25
26
27

Données.

B (Qp, QY Rp, F) unO-UT GBA & vérifier
todo: pile de(statec Qz,succC Rg)

SCC: pile de(root € N,la C ¥ ,accC F,remC Qg)
H : application deQg — N

max:=0

DFSpusifF C #,S€ Q) :

début
max:= max+ 1
H[Y := max

SCCpush{maxF,0,0))
todo.push(S {(RF,T) € Rz|R=S}))
fin

DFSpoq) :
début
(S,_) :=todapop()
SCCtop()reminsert®
siH[§ = SCC.top().rootlors
pour tous lesR € SCC.top().renfiaire
L H[R :=0

SCCpop()

fin

MergdF C F,neN):

début

r=0

tant que n < SCC.top().roofaire
F := (F USCCtop()accUSCCtop()la)
r :=rUSCCtop()rem
SCCpop()

SCCtop()acc:= SCCtop()accUF
SCCtop()rem:= SCCtop()remur
retourner SCC.top().acc

fin
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28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42

43
44

45
46
a7

48
49

Main() :
début
pour tous lesS € QJ faire
DFSpush(, )
tant que —todo.empty(Jaire
sitodo.top().suce- 0 alors
| DFSpop()
sinon
Prendre(R,F, T) danstodo.top() succ
si 3D € H.keys() tel quéT C D) AH[D] = O alors
| continue
sinon siT ¢ H.keys()alors
si ID € H.keys() tel que BC T AH[D] > O alors
B, Q2 := DecomiB, (R F,T),D)
todotop()succ:=
todatop()succJ {(R,F,D)} U{(R,F,T) | T' € Q%}
sinon
| DFSpushk, T)
inon siH[T] > O alors
simerge(F, HT|) = ¥ alors
| retourner L

(7]

retourner T
fin
Algorithme 1 : Test de vacuité d'u-U7T GBA.



75

F

G D s > =

FIG. 5.4 — La signification déa etaccdans la pileSCC

Les états de 'automat® sont partitionnés en trois ensembles :

— Les étatsctivéssont ceux qui correspondent a des clésidet ont une valeur
(dansH) différente de 0 activés {Se Qg | H[S > 0}. Un étatS € activésest
dit activé

— les étatgetirés sont ceux qui correspondent a des clédidet ont une valeur
égale a 0 retirés= {Se Qz | H[S = 0}. Un étatS < retirésest ditretire.

— enfin, les étataon-explorésont ceux qui ne correspondent pas a des clés pour
H.

Initialement, tous les états sambn-explorésLa procédure “DFSpush” est le seul
endroit ou un état peut étre déplacé de I'ensemble-explorés I'ensembleac-
tivés et la procédure “DFSpop” est le seul endroit ou il peut é&glacé de I'en-
sembleactivésa I'ensembleaetirés

Pour prouver la correction de I'algorithme, nous montroms lgs invariants sui-
vants sont préserveés sur chaque ligne de la fonction “Main” :

Proposition 5.4. m > n (dans la notation de todo et SCC) et il existe une func-
tion strictement croissante f telle qu& < n,root = Histate)]. En d’'autres
termes, roqs, rooty, ..., root, est une sous-séquence déstdte), H[statq],...,
H[statey]. (Les racines des composantes fortement connexes sonedaremin

de recherche et dans le méme ordre.)

Proposition 5.5. Pour tout i< n, le sous-graphe dont les états sont danss$
une SCC. De plus, il existe un cycle dans cette SCC qui vigited les conditions
d’acceptation de agcEnfin, 9,5, - - - , S, est une partition de 'ensembéetivés

Proposition 5.6. Vi <n,3sc §, (s a1, statg i 1)) € R.

Proposition 5.7. Pour tout i< n, rem regroupe tous les états de §ui ne sont
pas dans le chemin de recherche.

Proposition 5.8. Pour tout état s dans I'ensembietirés Acc(B[{s}]) = 0.

Intuitivement, les deux premieres propositions garaetissjue si I'algorithme
trouve une composang&tel queacg = ¥, alors cette composante est accessible
(proposition 5.4) et acceptante (proposition 5.5). La @eenproposition exprime
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le fait que si I'algorithme retire tous les états alors ilxi&e pas d’exécution
acceptante.

Démonstration.Toutes les propositions 5.4-5.8 sont vérifiees quand liitlyoe
atteint la ligne 32 pour la premiere fois. Il y a un seul éléhtamstodoet SCC et
la maniére dont il a été mis par “DFSpush” garantit la proj@si5.4.S contient
un seul état, donc la proposition 5.5 est vérifiée. Puisggem = 0, les propo-
sitions 5.6 et 5.7 sont trivialement vérifiees. Aucun état été retire, donc la
proposition 5.8 est aussi vérifiée.

Quand une transitiofR F, T) est retirée desucg,, alors on est en présence de

I'un des cas suivants :

— H[T] =0, signifiant queT est un état retiré (lignes 37-38). A cause de la pro-
position 5.8, niT, ni aucun de ses descendants ne doit faire partie d’'un chemin
acceptant T peut étre ignoré de la recherche. Le fait que les structuees d
données n'ont pas été altérées implique que les propasifigha 5.8 restent
préservees.

— JdD,H[D] =0AT C D. Il existe un état retir® qui contientT (lignes 37-38).
En utilisant la proposition 5.2, on peut ignofeet les propositions 5.4-5.8 sont
préservées.

— T ¢H.keyg) etdD,H[D] > 0AD C T. Il existe un état activ® inclus dans la
destination courant€, etT n’a pas encore été visité (lignes 39-42).

Puisque on a déja vid on veut éviter de re-visiter cette partie dahsOn ap-
plique donc Decomp pour divis@renD plus un ensemble d’états complétant
T. Puisque cette opération ne rajoute pas de transitionslpsu@tats qui ap-
partiennent &3 (cette contrainte est énoncée dans la définition de Decomp) e
n’élimine aucun état ou transition déja visités, on peutplacer I'automateB

par 'automate produit par Decomp sans altérer la DFS. @s@mnt au rempla-
cement de la transitiof5,F, T) par la liste de transitions dont les destinations
sontD et 'ensemble des états «@

Ce cas n’'a pas d’effet de bord sur la totalité de I'algorithque peut continuer
sur 'automate résultant comme s'il avait été I'automaiéah Les proposi-
tions 5.4-5.8 ne sont pas affectées.

— T ¢ H.keyg) et nous n'avons pas trouM@ € activéstel queD C T (lignes
43-44).T est une SCC triviale, il est rajouté dadsempilé dansSCCcomme
nouvelle racine, et empilé dabsdo. Ceci garantit les propositions 5.4-5.6 et
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n'affecte pas les propositions 5.7-5.8.

— H[T] > 0, c'est a dire,T est un état activé (lignes 45-47). Soibt; la plus
grande racine telle queot; < H[T], et notons; = statg ;) I'état associé. Grace
a la propositions 5.5; et T appartiennent ala méme SCC. De plygt R sont
sur le méme chemin de recherche alpggeut atteindr&R. Puisque le traitement
porte sur la transitioR, F, T), alorsr;, R, etT appartiennent a la méme SCC.

Par conséquent, on fusionne toutes les SCCs au-dessostdd.a nouvelle
SCC est construite par l'union d®,...,S,, et a l'intérieur de cette SCC on
trouve un cycle qui traverse les conditions d’acceptadiog, . . . ,acg, de cha-
cune des SCCs précédentes, plus I'enserfible, . ..,lan} des étiquettes des
transitions intermédiaires. La Fig. 5.4 illustre la sitaas avant la fusion, mon-
trant les conditions d’acceptation dans et entre les SCCs.

La fonction “Merge” effectue la fusion des conditions d'aptation tout en
respectant la proposition 5.5. Aussi, la fusion des étdiseseest réalisée en
préservant la proposition 5.7. Les autres propositionsoné [gas altérées par
cette opération. Le “Merge” retourne I'ensemble des camakt d’acceptation
de la SCC obtenue apres fusion. Si cet ensemblé edors I'algorithme inva-
lide la propriété a vérifier (ligne 48).

On considére a présent le cassuce, = 0 (lignes 33—-34). Les propriétés du DFS
impliquent que I'algorithme a visité tous les successeerstdte, et leurs des-
cendants.

statey est retiré du chemin de recherche (ligne 10), et pour préséproposi-
tion 5.7 il est ajouté aem, (ligne 11). L'ajout destate, n’affectera pas la propo-
sition 5.4 tant que cet état n’est pas une racine d’une SC€eS§ile cas, la SCC
doit aussi étre retirée. Ceci n’affecte pas la propositi@mndais pour préserver la
proposition 5.5 on doit aussi retirer les étatsSlde I'ensemblectivés Arrivé a
ce point, on sait que la SCC en téte de la pile est maximale :

— aucun état non exploré ne peut faire partie de cette SCGaaravons exploré
tous les descendants de cet état,

— aucun étanactivé d’'une SCC plus basse (dans la pile) ne peut faire partie de
celle de téte, car on les aurait déja fusionnées si un deantstdte, pouvait
I'atteindre,

— aucun étatetiré ne peut faire partie de cette SCC. Ceci est du a la proposi-
tion 5.8.
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Aussi, on sait que cette SCC ne contient pas de cycle ace¢efitarement, I'ajout
d’'un tel cycle aurait conduit I'algorithme a se terminer di¢gge 47. Par consé-
quent,vq € S§,Acc(B[q]) = 0, et on peut marquer tous ces états comme retirés
sans invalider la proposition 5.8. A cause de la proposiian(ligne 38),reny,
contient tous les états d&, donc cette boucle retire tous les états de la SCC
comme c’est nécessaire pour la proposition. 5.5.

Si l'algorithme se termine a la ligne 48, la ptledoest vide. Par application de
la proposition 5.4, ceci signifie que I'ensembletivésest vide. Puisque la DFS
a exploré tous les états accessibles de I'automate, on pealuce que tous les
états accessibles ont été retirés, ce qui, grace a la ptigmoSi8, implique que

Acc(B) = 0.

Ainsi, si I'algorithme se termine sur la ligne 47, alors iis® une exécution ac-
ceptante. Par contre, s'il se termine sur la ligne 48 alongjia pas d’exécution
acceptée. La terminaison de I'algorithme est garantiegpguitil effectue une DFS
sur un automate fini. Du fait de I'opération Decomp, I'algiome peut explorer
plus de| Q| états, mais il ne peut explorer plus @& | états.

Finalement, on peut conclure que l'algorithme retoutnssi ‘B contient un che-
min acceptant.
0]

5.4 Test de vacuité approximatif d’'unl]- U7 GBA

Considérons a nouveau la Fig. 5.3. Dans la section préc&demis avons vu que
les lignes 40—-42 de l'algorithme de test de vacuité transémt la situation illus-
trée par I'automateBs, ou l'algorithme atteint I'étal © D tel queD appartient
a la pile de recherche, en celle illustrée par I'auton®BteCette transformation a
pour but la réutilisation des états existants et par cores#@da construction des
SCCs le plus rapidement possible. Nous avons prouve que tecattsformation

préserve le résultat du test de vacuiBe é Bo).

A présent, nous voulons examiner la situation illustréeljpartomateB; de la
Fig. 5.5, ou le test de vacuité traite une transit{F, T) telle queT C D etD

est dans la pile de recherche. Nous voulons remplacer catigtion parR, F, D)
comme illustré dan$®,. Sur I'algorithme précédent, ceci se traduit par le rempla-
cement des lignes 40-42 par :
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A
A

Pile de recherche
Pile de recherche

G

(B3) (Ba)

FIG. 5.5 — Tests d'inclusion dans la pile de rechercheBge@st réécrit ers;.

40 sidD € H.keys() such that ™ D AH[D] > 0 alors
41 // Notez I'ordre deT etD ci-dessus.

42 ‘ todatop()succ:=todatop()succJ {(R F,D)}
43 sinon

Considérons qué; est un1-UTGBA sur 4. On note que la transformation ci-
dessus ne préserve pas la propriété (5.5) de la définitiqrcarss et 4 n'ont
pas de prédécesseur dahsdonc B, n'est pas uril-UTGBA sur 4. Cependant,
en ajoutant des transitions@pour respecter la propriété (5.5), il est possible de
dériver un automaté’ tel que‘B, soit unJ-UTGBA sur.4'.

Par conséquent, si I'algorithme de test de vacuité troueecamposante accep-
tante dany, alors il existe un chemin acceptant dagignais pas nécessairement
dans4. Cependant, puisque les cheminsalsont aussi des chemins dé alors

si I'algorithme ne trouve pas de chemin acceptant dgywlors,forcémentil n’y
aura pas de chemin acceptant dahsi 4’

Autrement dit, cet algorithme modifié retourhéde” ou“Je ne sais pas’ Cette
maniere semi-décisionnellele procéder s’avére trés utile dans les cas ou I'on est
presque sdde la véracité d’'une propriété et que I'on veut une preuvieap

5.5 Les contre-exemples

Dans la vérification de modéles par la théorie des automiagsgsence d'un
chemin acceptant signifie I'existence d’'une exécution dasysteme étudié qui
invalide la propriété testéee., un contre-exemplde la propriété. Par conséquent,
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toutes les fois ou I'algorithme de test de vacuité se termarel, signifiant que
'automate a un chemin acceptant, I'utilisateur a besoinaieun tel chemin pour
apporter les modifications qui s'imposent au systeme.

Dans un test de vacuité classique, basé sur des algorithemrestirche (imbri-
guée) en profondeur d’aboisur des automates de Blichi non-généralisés [SE05],
la pile de recherche fournit un chemin acceptant directégénterminaison. Au
contraire, le test de vacuité basé sur la recherche des S@€&uhdécrire le contre
exemple qu’en termes de SCCs. Pour produire un contre-dgeggl a partir de

la pile des SCCs, ces SCCs doivent étre parcourues une astfEDLPO5]. Pre-
mierement, on calcule un cycle acceptant a l'intérieur d8@L la plus haute
dans la pile de recherche, puis on essaye de I'atteindrdiag®l’état initial. Les
recherches sont localisées, car les états a explorer sgypamt, nécessairement,
aux SCC de la pile de recherche.

Notre algorithme produit une telle pile de SCCs, mais la eedie d’'un chemin
acceptant réel s’avere délicate a cause de I'utilisatianideusions et des dé-
compositions. L'algorithme décrit dans [CDLPO5] ne peue éttilisé qu'avec la
garantie que pendant sa nouvelle exploration des SCCsitié\@xactement les
mémes états que ceux que I'algorithme de test de vacuit@aidée. Dans notre
cas, ceci est difficile a réaliser car le calcul des successBun état en utilisant
I'inclusion et la décomposition dépend de la valeuHi&eys ), qui a évolué de-
puis la premiere visite par le test de vacuité. De plus, ld¢reeexemple généré est
basé sur les états dg, tandis que l'utilisateur est plutdt intéressé par un @ntr
exemple basé sur les étatsdeplus simples a interpréter.

Notre proposition est qu’'une fois le test de vacuité #eterminé (avec
1), nous cherchons un contre-exemple dafismais en utilisant les struc-
tures de données calculées par lalgorithme de test de teaale B
pour contenir la recherche. Le calcul de I'ensemble d'étdés chaque
SCC est simplement réalisé en explorant les piles de rdohetodo
et SCC : l'ensemble des états qui appartiennent a la SCC au som-
met de la pile estS, = remy U {state oo,), Stat& oot +1, - - - Statén}. Len-
semble des états qui appartiennent a la SCC suivant&,est= rem,_1 U
{stat& root, 1), State (root, 1)+1; - - » Stal& rooty)—1}, €LC. Verifier siun étas € Qg
appartient & 1a€ SCC revient & tester SiSe S tel ques e S. C'est donc possible
de contraindre la recherche dafipour rester a I'intérieur de ces SCCs.
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5.6 Correction de la construction du produit syn-
chronisé quotient

En utilisant les notions introduites dans ce chapitre, paus/ons a présent prou-
ver que le produit synchronisé quotient que nous avonsduoitalans la sec-
tion 4.3 est équivalent au produit synchronisé ordinaingy@int de vue du test de
vacuité. En fait, ceci revient a prouver qe= X®4; ® 4s est unl-UT GBA
sur4 = K®4.® 4. Par conséquent, nous avons I'équivalence de vacuité entre

0
les deux automatesi(= ‘B).

On rappelle qued = K®A4: x 4; = (Qq, Q}g,i&q,ﬂ. Donc chaque état
(H,0,1,q) € Qg représente I'ensemblex,|,q) € Q4 | x € O} d’états de4. Par
conséquent, on peut écritg, |,q) € (#,0,l,q), et nous prouvons qu8 est un
U-UTGBA sur 4.

— Puisque chaque étaf/,0,1,q) € Qz représente I'ensemblgx,|,q) € Q4 |
xc€ OAl e LAG = q}, on aQg C 2% et la propriété (5.1) est vérifiée trivial-
lement.

— La propriété (5.2) est vérifiée par définition #le

— La propriété (5.3) est vérifiée car :

U SZ{(X,I,q’> |S€50,X€ g.S,| e {|0},q/€ Q,%}: (g.j‘o) X{|0}>< Q,% ZSOX{lo}X ng — Q,g
e

— La propriété (5.4) est réécrite comme suit :

v{(s,1,a),F,(s,I'.d)) € Ra, V(#,0,l,q) € ReacliB), (s,|,q) € (#,0,l,q) =
HH, OV o) € Qg, (8,1',d) e (H',O 1. ), ((#,0,l',q),F,(H",OI'd)) € Ry

Soit ((s,1,q),F,(s,I',)) € Rq. Par application de la définition dd, il
existe (s,5) € Rx, (I,I') € Rq, et (q,d) € Ra, ol Mg (0,q) C Mg(s) et
M(s,8) € A(l,l). Soit (#,0,1,q) € ReachiB) tel que(s,l,q) € (H,0,l,q).
Par définition deRg, il existe ((#,0,1,q),F,(#",0,1,d)) € Rg ou O’ =
(}[ﬂ GA(IJ’) N gl'l,qf (q7q’)-sl etH' C Gor. Alors <s’,|’,q’) € (}[’,O’,I’,q’>.

— Finalement, la propriété (5.5) est réécrite par :

V{(H,0,1,q),F,(H,O,I',d)) € Ry, V(s,I'.d) € (H',O,I',d),alors
s 1,q) € (#H,0,1,0),tel que((s,1,q),F, (s,I".q)) € Rq
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Soit ((#,0,1,q),F, (H",0,I',d)) € Rg, et (s,I'.q) € (#',0,I'.(). Par
définition de Ry, 3((x,1,q),F,(X,I",d)) € Rx ol (x1,q) € (#,0,1,q) et
(X1 d) e (#H,0,1,d).

PuisqueX,l’,q) et(s,l’,d') appartiennent &#’, 0,1’ '), il existeg € # tel
queg.X =¢. Puisque I'action d&{’ C G est congruente par rapport a la relation
de transition, on &(g.x,1,q),F, (g.X,I,d)) = {(g.x,1,0),F,(s,I",d)) € Ra.

5.7 Conclusion

Les automates de Blcknsembliste§1-UTGBA) sont des automates dont les
états représentent des ensembles d’états (ordinairegelivent étre considérés
comme des représentants compactes des automates osgjidaine lesquels I'in-
tersection entre deux états n’est pas forcement vide.

Dans ce chapitre, et dans le cadre d'un processus de veoifiGatla-volée ("on
the fly"), nous avons développé une approche générale glaiexpes inclusions
pour réduire la taille de ce type d’automates et par consédlagptimisation du

processus de vérification.

Il est évident que I'approche n'aura un intérét pratique sjua construction est
automatique et efficace. Cette problématique est analysdéétaille dans les deux
chapitres suivants.

Dans le chapitre 6, nous introduirons le modéle des réseabetti Bien Formeés.
Dans ce cadre, nous étudierons la vérification des systéomesicents suivant
une approche par symétries globales (aussi appelée, pa@trsgsnstatiques) et
nous montrerons notre contribution pour la mise en ceuvreapps existantes.

Dans le chapitre 7, il sera question de I'application de m@@ches générique
dans le cade de ce formalisnieg., la verification des systemes concurrent suivant
une approche par symétries locales (aussi appelée, patr@grynamiques).



Chapitre 6

Les Réseaux de Petri Bien Formes :
approches par symetries statiques

6.1 Introduction

Parmi les outils couramment utilisés pour modéliser lesesyss distribués et
concurrents, les réseaux de Petri occupent une placequigd, d’'une part parce
qu’ils permettent de représenter facilement les synckatiains, d’autre part parce
gu'ils offrent des outils d’analyse qualitative du systérea utilisant des ap-
prochesstructurelleset comportementales

Si I'on étudie des systemes conformes a la réalité, la tdilenodele rend sa
représentation impossible. Par conséquent, on a recoues enddeles de haut
niveau qui permettent une représentation plus concisestarag. Cependant, di-
minuer la taille du modéle ne résout pas en général le prabtisria complexité
de I'analyse. En effet, les approches structurelles neasgposent pas toujours au
modele de haut niveau. Quant aux approches comportemerediks explorent
un espace d’états dont la taille n’a pas été réduite par leggraent de niveau de
représentation.

Au cours des derniéres décennies, différents modéles dauésle Petri dbaut-
niveau(HLPN, pour High Level Petri Nets) ont été introduits [GL3&n82]. Dans
ces réseaux, les composants de méme nature sont identifiés/an de couleurs
ou de variables, et des fonctions sur les arcs permettemétifier le comporte-
ment des ces différents objets. Malheureusement, loreqéséau de haut-niveau
est décrit de maniere complétement générale, il est imiplesde I'utiliser pour
obtenir directement des résultats d’analyse. Par exenhplexiste pas d’algo-
rithme pour calculer des réductions structurelles sur ldéte

83
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Pour obtenir une représentation compacte de I'espacdsi&tgendré, on a cher-
ché a exploiter les propriétés dgmeétriedu modeéle afin de définir des équiva-
lences entre états. Cependant, quand le formalisme wutiiséelui des réseaux
colorés généraux, alors la recherche de ces symétriese’diicile.

Cette difficulté a été surmontée par l'introduction déseaux régulierfHad87],
dont les contraintes de description permettent de détemautomatiqguement les
symétries admissibles (mais avec une perte en puissanqeedsion par rapport
aux HLPN). Ces symétries sont utilisées pour la constrodiatomatique d’un
graphe d'états symbolique qui est un graphe quotient duhgrafaccessibilité
ordinaire, dont chaque nceud est une classe d’équivaleétasl’

Le modele des réseaux de Petri bien Formeés [Dut91] est uapsah des réseaux
réguliers, dont la principale avancée est son pouvoir desgion équivalent a ce-
lui des HLPN.

Dans ce chapitre nous présenterons en détail les réseawstril®iBn Formés
puis nous exposerons les limites de ce formalisme pouritertnant desystemes
asymetriquesNous présenterons ensuite notre apport au formalismel@oai-
tement de ces systémes, en adaptant les méthodes gén@rgsmstées dans les
chapitres précédents.

6.2 Les Réseaux de Petri bien Formés

Les réseaux de Petri (RdP) sont des graphes orientés bipdmrtis deux types
de nceuds les composants sont des places et des transiteméléinents repré-
sentent respectivement I'état du systeme et les actionsstilsles de modifier cet
état global. Les seuls arcs valides sont ceux reliant unegkt une transition.
Les arcs sont orientés et étiquetés par une valuation enti¢me place est dite en
entrée d’une transition s’il existe un arc orienté de la @aers la transition. Ré-
ciproquement, une place dite est en sortie d’'une transgiexiste un arc allant
de la transition a la place.

Les réseaux de Petri bien formés (WN, pour Well formed PettisNsont une
classe des HLPN dont le formalisme respecte une syntaxdesghpigoureuse.
Celle-ci permet une modélisation concise et parametrésy#emes, mais sur-
tout une représentation implicite et une exploitation matque de leurs symé-
tries. En plus des composants classiques des RdP (les pldesdransitions), la

Ipar rapport a la version originelle, plusieurs notationdédinitions ont été modifiées afin de
faciliter la compréhension et simplifier I'introduction des méthodes.
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définition des WN repose sur les trois concepts suivalds domaines de cou-
leurs, les fonctions de couleurs et les prédicats standard

Les domaines de couleurs. Un domaine de couleurs exprime la notion mathé-
matique dedomaine de définitiarlJn domaine permet de typer les places et les
transitions d’un WN. Il est défini par le produit cartésienmihombre quelconque
d’ensembles, appelétasses d’'objets

Les classes d'objets. Une classe d’objets (classe pour simplifier) est un en-
semble fini, regroupant les objets du systéme qui ont la mé&tuee) par exemple,
les processeurs, les processus, les sites, etc. Il esbfgdsi munir une classe
d’une fonction successeur, on parle alorsidesse ordonnéégméme si la fonction
successeur ne définit pas une relation d’ordre sur la cla&as}i, au sein d’'une
classe, il est souvent important de distinguer différemtsiges d’objets suivant
leurs caractéristiques comportementales, par exempleréeesseurs lents et les
processeurs rapides. Ces groupes sont connus sous le neousielasses sta-
tiques

Formellement, soit” une famille de classes :

C:{Cl)“‘)Ch?Ch+l7"'7Cn}7

ou0<h<ni#i"=GNnG =0et

— G, 0<i < h, sont des classes non ordonnées.

— G,h<i<n,sontdes classes ordonnées. A chaque classe ordonnésoesé@s
une fonction successedr vérifiant :Vc e G, G = U‘k@l{@kc}, ou @K dénote
la k-composition de la fonctiom.

La partition d’une classe non-ordonnéeenn; sous-classes statiques est définie
par :

n
G =J D tel que
=1

{vo<j§ni,|ﬂ>.71|>07 (6.1)

VO<|j#j<ni=D;NnDj=0.

L'ensemble{D; j}j—1._n est appeldartition statique de; et est notéBart;. Plus
globalement, nous noterof&ct = {Part; }i—1 . n le partitionnement statique de
'ensemble des classes de

Dans le cas o¢; est une classe ordonnée, une contrainte supplémentasjeest
tée : elle assure que les objets de chacune de ses souschkatgpies soit conti-
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gus (par rapport a la fonction successeur) et que I'ordreutieénotation de ces
sous-classes statiques est compatible avec celui des objet

VD j € Part;,3'c' € Dy j,dC € Dy je1. Ol jdl=(jmod n)+1.  (6.2)

Les domaines de couleurs. Le produit cartésien définissant un domaine de
couleurs peut étre nul, ce qui est défini alors comme un ersemtuit a une
unique couleur, appeléduleur neutrgnotéeg). Ce type de domaine est utilisé
par exemple pour représenter des états booléens du sy#tasse.le produit car-
tésien peut se réduire a une unique classe, dans ce cas,uleerast en fait un
objet. Dans le cas général, la couleur est une associatdjeds, éventuellement
de méme type.

Définition 6.1 (Domaine de couleur)Soit 7 = {1,...,n} 'ensemble des indices
des classes. Soit3 3! ; &.i, un multi-ensemble suf. Un domaine de couleur
C; est défini parcy = 1", I'I?zl(Ci)' notéCy =", G¥, un produit cartésien de

classes. Un n-uplet d’'objetg € C; est noté ¢ = I'Ii”zll'l?zlcij et appelé couleur.

Définition 6.2 (Partition statique d’'un domaine de couleuBpit J= 3! ; &.i un
multi-ensemble sur |. Soif; un domaine de couleur. AlofSart;, la partition
statique deCy est définie par :

Party = {MLNF Dy L < (i, j) <mi}
On associe a chaque couleuecCs, I'élément€ € Part; tel que :
fenjed=n;

Exemple 6.1.La Fig. 6.1 présente un réseau de Petri Bien Formé. Dans ce WN,
p1, P2 et 3 sont des places. t est une transitighest une famille de classes;

et (> sont des classes d’objets non ordonn@gsest composeé de I'unique sous
classe statiqué; 1 (Part; = {D11}), dont les éléments sont et ¢. & est par-
titionnée en deux sous classes statig@ieg et D, (Part, = {Do1,D22}). Le
domaine de couleur deifest (i, celui de p est( et celui de p est le produit
cartésien(y x (». Le domaine de couleur de la transition t €§tx (. Les éti-
quettes(x) et (y) et (x,y) sur les arcs sont des fonctions de couleurs dont nous
allons voir la définition dans le prochain paragraphe.
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C={G, &}
C1=D11={C1,C2}
CZ = @271U @272 tel que :@2,1 - {C/j_ac/z}a @2,2 - {C/3>CQ].}

8} P2 C1 P1

ax& P3

FIG. 6.1 — Exemple d’'un WN

Les fonctions de couleurs. Une étude attentive des systémes réels montre que
les actions de base de leurs composants sont en nombreénte€recite :
— l'identification d’'un objet du systeme, par exemple, un processus a mettre en
attente.
— I'exécutiond’une diffusion (synchronisationpar exemple, un processus qui
envoie un signal de terminaison a tous ses fils, ou une synisiatgon de tous
les processus avant de poursuivre I'exécution.
— I'exécution d’'une opération basée samotion d’ordrg par exemple, envoyer
un message au successeur sur un anneau.

La représentation WN de ces actions repose sur finoistions de basela fonc-
tion identité (projection) la fonctiondiffusion comme son nom l'indique, pour
les diffusions; la fonction successeur, pour prendre ermpteta notion d’ordre.
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Définition 6.3 (Les fonctions de basefonsidérons le domaine de coulety et
la classed. Une fonction de base est I'une des fonctions suivantes :

1. la fonction identité : cette fonction sélectionne, danswuplet deCy, la k&
occurrence d’'un objet de la clasgg

XK: ¢y — Bag(G)
Xik(r'n 1|_I 1Cq) _C

2. la fonction diffusion : cette fonction sélectionne toes dbjets de la sous-
classe statiqué q de la class&j.

S': &y — Bag G)
Sley= 3 ¢
¢éDq

3. la fonction successeur, uniqguement pguordonnée : cette fonction sélec-
tionne, dans un n-uplet (3, le successeur de I& loccurrence d’un objet
de la classe&].

EBX*Z Cy — Bag(G)
k g k
X (NI_iNeLcf) = ec
Si G n'est pas ordonnée, toute fonction dont le co-domaine estaksed est

une fonctionf; : Gy — Bag(() définie par la combinaison linéaire des fonctions
ci-dessus :

nj 8
fi= Y ag-§+ Y B X 6.3)
g=1 k=1
Dans le cas o; est ordonnéef; est définie par :
nj 8
fi=3 dg- S+ 5 (B X+ vie- &X) (6.4)
g=1 k=1
Ouag, Bk, Yk sont des entiers relatifs tels quey € (3, Ve € G, fi(cy)(ci) > 0.
Les fonctions de couleurs sont définies a partir de la géeatamin des concepts

précédents.

Définition 6.4 (Les fonctions de couleursyoit C; et Cy deux domaines. On dé-
finit la fonction de couleur E C; — Bag(Cy) par :

n g .
:r! fl = (f1, . fh )
=
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vee G, F(c) = (fi(c),.... f{*(0),.... fa(0),.... 5 (c))

Ou g représente le nombre d’occurrencesdalansCy et fij est définie par 6.3
ou 6.4.

De maniere générale une fonction de couleurs sur un arc enageplacep et
une transitiort a pour domaine le domaine de couleurtdst pour co-domaine
I'ensemble des multi-ensembles sur le domaing@.de

Exemple 6.2.Dans la Fig. 6.1(x) est une simplification d’écriture pour la fonc-
tion de couleurX{). De méme(y) est une simplification déx}) : (x)(c,c’) =c
et(y)(c,c') = c pour (c,c/) € (1 x (2. De maniére générale, quand il N’y a pas
de risque de confusion, les indices utilisés pour la détlarades fonctions de
couleur sont complétement omis.

Les prédicats standard. |l est usuel que I'activation ou I'exécution d’'un com-
posant du systéme soit soumise a certaines contrainteex@aple, un serveur
qui n'accepte de connexion que d’'un ensemble particuliecléats et rejette
toutes les autres demandes.

Les WN offrent un ensemblde prédicats de basgui, par leur composition li-

néaire, peuvent exprimer toute contrainte susceptiblepdeaitre sur un compo-
sant.

Définition 6.5 (Les prédicats de basepoit C; un domaine de couleurs. L'en-
semble des prédicats de bage C; — {vrai, faux} est défini par :

X< = XK](ca) = (ef =

-
- X =X (e ( = ocf)
- o9 =dl(e) = (e € D)
— [d(X¥) = d(¢9)](ca) = (& = &)
— [Vrai](c;) = (vrai).

Ol:l Q)LJ € &Ba‘tti.

Toute combinaison linéaire de ces prédicats par les op#sate/ et — est auto-
risée :

— (@ Vdh)(cs) = @(cy) V(e

— (@ Adgh)(cs) = @(cs) A(cy)
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— (—@®)(cs) = ~(@(cy))

L'association entre un prédicaj et une fonction de couleuFs, définis tous deux
sur (3, est possible et est définie par :

Vcy € Cs, @3- F(cy) = Sigy(cy) alors F(cy) sinonO. (6.5)

Cette association étend la notion de fonction de couleuedla defonction de
couleurs gardéet le nouvel ensemble de fonctions ainsi obtenu est conrailsou
nom defonctions de couleurs standard

Exemple 6.3.Reprenons le modeéle de la Fig. 6.1. Pour restreindre le finésse-
ment de la transitiont aux éléments de la sous classe sy, nous associons
at le prédicat standardd(y) = 1] (y doit étre instanciée dans la sous-classe sta-

tiquesDs 1).

& P2 G1 p1

FIG. 6.2 — Exemple d'utilisation des prédicats standard

6.2.1 Définition formelle des WN
Nous donnons maintenant la définition formelle d'un WN.

Définition 6.6 (WN). Un réseau bien formé WN< P, T, C,Cd, Pre, Post Inh, ¢,
1> est composé de :

1. P un ensembile fini des places,
2. T un ensembile fini des transitions)P = 0,PUT # 0,

3. C une famille des classe d'objetS,= {(1,..., (n}, telle queG est parti-
tionnée en sous-classes statique$ = Ugizlﬂ)hq. On notel ={1,...,n}
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I'ensemble ordonné des indices des élémentg @¢ la partition statique
d’une classe( par Partj = {D q}q-1..n. L'€NSEMbIlE des partitions sta-
tiques de la famille de classesestPart = {Part; }i—1. n,

4. J:PUT — Bag(]), ou BadI) estle multi-ensemble sur On note Cdr) =
Cy(ry le domaine de couleur de?r.

5. Prdp,t],Postp,t] : Cd(t) — Bag(Cd(p)) sont les fonctions d'incidence
avant et arriere, exprimeées sous forme de fonctions de uoutgandard,

6. Inhp,t]: Cd(t) — Bag(Cd(p)), est la fonction d’'inhibition, exprimée sous
forme d’'une fonction de couleurs standard,

7. @ :Cd(t) — {vrai, faux}, est le prédicat standard associé a la transition t,

8. : T — N est la fonction de priorité définie sur 'ensemble des trtioss
composant T.

6.2.2 Marquage ordinaire d’'un WN

Le marquage ordinaire (marquage, pour simplifired’un WN représente un état
global du systéme : c’est une fonction qui associe a chacgame pl un multi-
ensemble d€d(p) : m(p) € Bag(Cd(p)). Par conséquent, une place peut contenir
plusieurs instances de la méme couleur. Le marquage iegiadotémg.

Exemple 6.4.Sur le WN de la Fig. 6.2, nous pouvons définir le marquage ini-
tial mp = p1(c1+C2) + p2(c] + ¢, + 5 +¢;), qui signifie que tous les objets de la
classes marquent la place pet tous les objets de la class€smarquent la place

p2. L'écriture de my est généralement simplifiée papm p1(S1) + p2(S). Le
symbole Sait référence a la la fonction de diffusion sur la classej ::qgizlsq.

6.2.3 Graphe de marquages d’'un WN

La regle de franchissemerd’'un WN définit sa sémantique. Elle permet de
construire, a partir d’'un état (marquage) initial, un geaplont chaque nceud re-
présente un état du systeme. Les arcs de ce graphe repnédestévénements
dont I'occurrence permet de passer d’'un état a un autre.

Ce graphe est appetfraphe d’accessibilité (RG, pour Reachability Gramh)
WN et représente, du point de vue théoriques '&@E du systéme traité.

2Le domaine de couleur d’une transitibast un produit cartésien dans lequel le nombre d’oc-
currences d'une classg est le nombre de variablé‘q.J< différentes, qui apparaissent dans I'en-
semble des fonctions de couleurs étiquetant les arcs edliés
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Définition 6.7 (Instance d’une transition)On appelle instance de la transition
t € T, tout coupldt, c), tel que c= Cd(t).

Définition 6.8 (Concession)Soit m un marquage etd¢ T. On dit que l'instance
(t,c) a une concession dans m ssi les trois points suivants safiegéer

— @(c) =vrai;

— Vp € PPre[p,t](c) <m(p) ;

— Vp € PInh[p,t](c) > m(p).

Définition 6.9 (Regle de franchissement)a regle de franchissement est définie

par le test de franchissabilité et par le franchissemenppement dit :

— Une instancet, c) est franchissable pour le marquage m, notgtne)), ssi
(t,c) a une concession en m et il n’existe pas d'instance de tiansitt’, ¢’)
telle quert(t’) > m(t) et(t’,c’) a une concession en m.

— Le franchissement dét,c) a partir de m meéne au marquage’,rmoté
m((t,c))m', défini par :¥p € P,m'(p) = m(p) + Postp,t](c) — Pre[p,t](c).

6.3 Le Graphe de Marquages Symboliques

Le graphe de marquage symbolique est une structure quahieRG. il peut
étre vue comme une mise en ceuvre du graphe quotient de latidéfiBi3
(X = (S,R)), appliquée au modéle des WN. Par conséquent, les syméiities
sées ici s'integrent dans la catégorie des symétries gisbal

Pour construire ce graphe quotient, il faut disposer d’waractérisationau ni-
veau du modeéledu sous-groupe de permutatiogsde son graphe d’états RG.
Pour des raisons d’efficacité, il faut en plus bénéficier d’teprésentation com-
pacte des classes d’équivalence (les éléments)dgue nous pourrons utiliser
pour une construction automatique du graphe quotient.

Dans les WN, les symétries composant le grogpsont appeléesymétries ad-
missibles et la représentation compacte d’'une classe de marquagappeiée
représentation symboliqua marquage symbolique

6.3.1 Symétries admissibles et relation d’équivalence

Grace a leurs domaines de couleurs et a la syntaxe de leatsftsmde couleurs,
les WN permettent une représentation implicite des syse(le sous-groupg)
du systeme étudié, par le biais des sous-classes statidge®bjets ayant des
comportements similaires sont regroupés dans une mémekmse statique. Par
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conséguent, les symétries que nous pouvons définir surjiets dbun modéle WN
doivent préserver cette contrainte structurelle. Aingysiavons une connaissance
a priori de la relation d’équivalence qui lie les marquages.

Définition 6.10 (Les symétries admissibled)es symétries admissibles d’'un WN
sont définies pag = {g= ®{' ;0i}, le sous-groupe de toutes les permutations sur
M1 G qui vérifie :
— Pour les classes non ordonnées; h, g est unepermutationsur ¢ telle que
VD q € Bart, 6. Dig= Dig.
— Pour les classes ordonnées<hi < n, g est unerotation sur G telle que
V Diq € Party, 6.0 q = Dig. On note que cette condition implique que si
n; > 1 alors la seule rotation admise est I'identité.

Note 6.1.

— Les symétries admissibles d’'un WN sont donc définies paowsigroupe de
permutations sur les objets des classes qui laissent les-dasgses statiques
invariantes. Une conséquence importante de ceci estioes totalement défini
par la connaissance de la partition statiqg&ct de la famille de classes et
donc il est inutile de le représenter. Pour cette rais@urt est qualifiée de
représentant implicitele G.

— Onditd’'un WN gu'’il estotalement symétriquesiV( € C, | PBart; | = 1. Autre-
ment dit, 'ensemble des objets de chaque classe forme ite par rapport

ag.

Les symétries admissibles s’appliquent donc sur les dassaaturellement sur
les domaines de couleurs, mais aussi, par extension suelegiages.

SoientCj un domaine de couleur; € Cy etg € G alors :
g(ninzlﬂ?:lcij) = ﬂir]zll'l?zlgi.ci‘

6.3.1.1 Equivalence de marquages

Soientmun marquage & € G une permutation, alors le marquagen est défini
par :

¥p € P,vce Cd(p),gm(p)(MLyMSy (c))) = m(p) (ML, N4 (gi L.c))) (6.6)

PuisqueG est un sous-groupe, on peut définir une relation d’équicalemtre
marquages :
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Définition 6.11 (Relation d’équivalence)Deux marquages, m et’nd’'un WN
sont équivalents ssi ils sont identiques a une symétrie prés

m~nmnm&3Ige G, M =gm

~ définit ainsi une partition de I'ensemble des marquagesnaigés du WN en
classes d’équivalence.

Un marquage qui reste invariant par I'application de n’imiegjuelle symétrie de
G est ditmarquage symétrique

Définition 6.12 (Marquage symétrique)Jn marquage m est dit symétrique ssi :

Yge G, m=g.m

6.3.1.2 Equivalence de franchissement

La relation d’équivalence définie entre les marquages d'n@me classe s’étend
au niveau des franchissements des transitions.

Proposition 6.1(Equivalence de franchissemerith propriété de franchissement
est préservée par I'application d’'une permutation sur legaquiages de départ et
d’arrivée, ainsi que sur les couleurs instanciant la traimi. Soient mm' deux
marquages, alors

vt € T,Vce Cd(t), Vg € G, m[(t,c))m < g.m|(t,g.c))g.n

Cette proposition énonce que tous les marquages appdréenae méme classe
d’équivalence permettent les mémes franchissements omérée pres. De plus,
les marquages atteints a partir de ces franchissementassgitéquivalents. Les
preuves de cette proposition et de celle qui suit peuveatt&uvée dans le cha-
pitre 4 de [Dut91].

Proposition 6.2(Equivalence d’accessibilitési le marquage initial d’'un WN est
symétrique alors tous les marquages d’une classe d’éqneal sont accessibles.

6.3.2 Représentation symbolique

Pour pouvoir construire automatiquement le graphe quiodieRG, il faut définir
une représentation compacte pour les classes d’équieatEnmarquages, ainsi
gu’une regle de franchissement a partir de cette repréganta
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La solution proposée par I'approche théorique de la se@i@net qui consiste
a prendre un élément de la classe d’équivalence comme egpa@s, n'est pas
satisfaisante. En effet, pour chaque nouveau marquagé&aibnisfaudrait tester
(a I'aide de la relation d’équivalence) si I'élément étue#t équivalent ou égal a
un autre marquage, et ce test est trés colteux a réaliser.

La nouveauté apportée par les WN est une techniguepmlésentation symbo-
lique: pour chaque classe d’équivalence de marquages on calweiteprésenta-
tion générique uniqueappeléeMarquage Symbolique (SM, pour Symbolic Mar-
king), qui référence I'ensemble des marquages de la classe. &éatte repre-
sentation, il suffit d’'opérer un simple test d’égalité erderix SMs pour savoir
s'ils représentent la méme classe d’équivalence.

6.3.2.1 Exemple introductif

Considérons le WN de la Fig. 6.3. Les plagaset p2 ont (34 comme domaine

de couleurs. La définition de la classe d’objelsprécise que les objets,c

et c3 ont le méme comportement, alors que I'olggta un comportement diffé-
rent (la partition statique dey estPart; = {Dy 1, D12}, comme défini dans la
section 6.2). Si le marquage initial de ce WN est symétriqugiem; = p1(cy +

C2) + p2(c3+c4) est un marquage accessible, alops= p1(c1+C3) + p2(C2+Ca)

etmg = p1(C2+C3) + p2(C1+ C4) sont aussi des marquages accessibles et les trois
marquages forment la classe d'équivaleNtg = {my, mp, mg}. Le défi est donc

de trouver une représentation By sans avoir a en énumerer explicitement les
éléments.

L’idée intuitive serait d’utiliser une notation ensembdisqui consiste a remplacer
les objets par des variables, et conserver la trace de |partgmance aux sous-
classes statiques, c.-a-d.,

Meq= {P1(X1+X2) + P2(X3+Y)| X1,X2,X3 € D1 1 A X1 7# X2,X1 7# X3, X2 # X3

ye Do}

Cependant, nous constatons que distingy&t X, n’est pas nécessaire, car elles
ont la méme distribution dans les places du WN et apparti@rinka méme sous-
classe statique. Nous remplacons donc nos variables tsobge desvariables
ensemblisteen précisant la cardinalité de chacune d’elles. Nous obien

Meq= {P1(E1) + p2(E2+E3)| E1,E2 C D1 1,E3 C D13, |E1| = 2,|E2| =1,

E1NE; =0, |E3| =1}.
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Cl: @J.JU@LZ tel que {@1,12 {C17C27C3} E%;ZJZ_ € @1713et|2ﬂ :2,‘Z]z_| =1
Do ={Ca} Z2eDet|Zd =1

P1 P1 P1 1

C1+C3 c1+C Cr+C3 Z;

x) x) {x) x)

L1 L] L1 = L1

x) x) {x) (x)

2 P2 P2 P2
C2+Cq C3+ Ca C1+Cs z22+73
Marquages ordinaires Marquage Symbolique

FIG. 6.3 — Exemple d’'un marquage symbolique

Cette représentation est I'essence méme de la représendgtnbolique adoptée
par les WN, elle porte le hom dearquage symboliquet est notéen. Les va-
riables ensemblistes utilisées sont nommemss-classes dynamiques notées

Ziq : 'indice i identifie la class&’ a laguelle appartiennent les objets représen-
tés par la sous-classe dynamique, et I'indjddentifie la sous-classe dynamique
parmi I'ensemble des sous-classes dynamiques de la alassensemble des
sous-classes dynamiques d’une classe défirdtpartition symboliqueemporaire
des objets de la classe.

La classeMeq peut étre représentée par le marquage symbofigue

M= p1(Z1) + p2(ZZ +Z3) tel que|Zi| = 2,1ZF| = |Z}| = 1

6.3.2.2 Formalisation
Dans ce qui suit nous formalisons les concepts précédeninterduits.

Définition 6.13 (Partition symbolique d’'une famille de classe§oit C =
{C1,...,Ga} une famille de classes 8tart la partition statique deC. On défi-
nit une partition symbolique d€ par Shmb = {Symb; }i—1 . n telle queSymb; =
(Dyn;, card;, d;) est la partition symbolique de la classg avec :
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- Dyn; = {Zik}k:L,., K €st une représentation d’un ensemble de partitiongjde
Chaque élémenti[‘Zest appelé sous-classe dynamique. AiBsjy; est appelé
'ensemble des sous classes dynamiques de la classe

— card :{1,...,ki} — N*, telle que cargest la fonction qui associe a une sous
classe dynamiquei"Z(de la classe i) sa cardinalité, i.e., le nombre d’objets de
la classe qu’elle représente.

—d {1,....,k} —{1,...,n}, telle que :

1. D 4k est la sous classe statique qui contiefit iZe., la sous classe sta-
tigue dans laquelle sont instanciées les objets représsmér la sous
classe dynamique.

2. Y k=jcard (k) = [D j[. Le nombre d’objets représentés par un en-
semble de sous classes dynamiques, qui réféerent la mémelasses sta-
tiques, doit étre égal a la cardinalité de la sous classe gte.

3. Vk,K e{1,...,k} :di(k) > di(k') = k> K. L'indexation des sous classes
dynamiques doit étre compatible avec celle des sous clatsagues.

Exemple 6.5.Reprenons I'exemple précédent. La famille de cladsst consti-
tué de l'unique classe; = {c1,Cp,C3,Ca}. La partition statique de cette classe
estParty = { D1, D12} avecDy 1 = {C1,C,C3} et Dy o = {Cs}. Ainsi,Part =
{Bart, }. La partition symbolique de la clasgd dans laquelle il y a trois par-
ties : la premiéere representant deux objets instanciés dApsg; la deuxiéme
représentant un objet instancé aussi dafigs; et la troisieme représentant
un objet instancié dang)» est définie parSymb, = (Dyny,cardy,d;) ol :
Dyny = {Z},22,Z3} ; cardy(1) = 2, cardy(2) = 1 et cardy(3) = 1; dy(1) = 1,
di(2) = 1 et di(3) = 2. Dans ce casSymb = {Symb,} est la partition symbo-
lique deC.

Pour formaliser la notion de marquage symbolique, nousrtedtabord étendre
la notion de partition symbolique d’'une famille de classg damaines de cou-
leurs.

Définition 6.14 (Partition symbolique d’'un domaine de couleurS§pit J=
S, &.i, un multi-ensemble suf. SoitSymb = {Symb; }i—1.. n, tel queSymb; =
(Dyn;,card;, di), une partition symbolique d€. On définit la partition sym-
bolique du domaine de couleut§ par : Symby = []iL, I'I?:l(@Uni), notée
Somby = [iLy (Dym;)? .
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Définition 6.15 (Marquage symbolique)Soit un réseau bien formé WN

(P T,C,Cd,PrePostInh,@, ). Un marquage symbolique est un couple
(M, Spmb) tel queSymb est une partition symbolique dé et m est une fonc-
tion qui associe a chaque placepP un multi-ensemble d8ymb;,), M(p) €

Bag(St)me(p) ) 3

Exemple 6.6.Le marquage symboliqugn, Symb) représentant I'ensemble des

marquages ordinaires ou : deux objets de la sous clase marquent la place

p1; le troisieme objet deDy 1 marque la place p; I'unique objet deD; » marque

la place p, est défini en utilisant la partition symboliqumb de I'exemple

précédent tel que :

— M(p1) = Z1 : p1 est marquée par deux objefsard (1) = 2) de la sous classe
statique@m (dl( ) 1)

— M(p2) =Z2+Z3: p2 est marquée par un objétard (2) = 1) de la sous classe
statigue?y 1 (d1(2) = 1) et un objet(cardy(3) = 1) de la sous class& ,

(da(3) =2).

La définition suivante met en relation un marquage symbel&jua classe d’équi-
valence de marquages ordinaire qu’il représente.

Définition 6.16 (Marquage symbolique et représentation de classe de ngagua
Un marquage symboliqu@n, Symb) est une représentation d’'une classe d’équi-
valence de marquagesgylpar rapport a la relation d’équivalence ssi :

Vme Meg, Wi : G — {1,... ki } tel que :
1. |y t(K)| = card (k),
2. Y (K) € Dig
3. ¥p e Pve & Cd(p), m(p)(M{,N%_c)) = m(p)(Mp,ne,Z4 @),

4. Vh<i<nvke{l,... k}, chqu, LK), 3K e{l ., ki} tel que d(K') =
di(k) ® 1, vérifiant : ¢ € Y 1(K). Ou d (k) ® (d.(k) mod n) + 1.

On note[M| = Megq

Exemple 6.7.Le marquage symbolique définit dans I'exemple précédent est
une représentation symbolique de la classe d'équivaleecearquages I =

30n rappel qud(p) est le domaine de couleur gesuivant la définition 6.6.
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{my, mp, mg} telle que m = pa(c1+C2) + P2(Ca+Ca), Mp = P1(C1+C3) + P2(C2+

Ca) et mg = pa(C2 + C3) + p2(c1+C4), car pour chacun de ces marquages, nous

pouvons définir une fonctiaps, qui vérifient les conditions de la définition pré-

cédente.

Soityy : (1 —{1,...,3}, telleque W1(c1) = 1;P1(c2) = L;Pa(c3) = 2;W1(Ca) =

3. Alors nous avons :

— W N1 = cardi(1) ; |wt(2)| = cardy(2) ; |w;1(3)] = cardy(3).

— W (1) = {c1,02} € Duas Wi (2) = {ca} € Dua; Wr(3) = {ca} € Dig;

— mu(po)(cy) = M(p1)(Zd) = 1; my(po)(cz) = M(pe)(Zd) = 1; my(pa)(cs) =
M(p2)(Z2) = 1; mu(pa)(ca) = M(p2)(Z3) = 1;

Le méme raisonnement est applicable pour(avec,pi(c1) = 1; Pi(c3) = 1;
W1(C2) = 2; Ya(ca) = 3), et my (avec,Pa(cz) = 1; Ya(cs) = 1; Wi(c1) = 2;
W1(ca) = 3).

Notations importantes. Vue I'importance et I'utilisation intensive des notions
présentées dans cette section, nous alors définir quelbréesations et notations
utiles :

— La cardinalitécard (k), d'une sous classe dynamiqd est notéd ZX |. Une
sous classe dynamiqlﬂ:}‘ telle quedi(k) = j est notéii'fj. Par conséquent,
une partition symbolique fsnb; = (Dyn;, card, d;) est totalement définie en
utilisant ces abréviations. Par exemplen$,; = (Dynq,cardy,ds) telle que
Dyny = {Z},72}, cardy (1) = 1 etcardy(2) = 2,d1(1) = 1,d1(2) = 2, est tota-
lement décrite par|Z1,| =1 et|Z2,| = 2.

— Nous noteronsnb; . Dnn;, Symb; .card, et Symb; .d; les différents éléments
de la partition symboliquetnb; = (Dyn;, card, d;). Cette notation est trivia-
lement étendue sum®b = {Symb; }i—1 . n.

— Un n-uplet de sous classes dynamiquésc Spymbj; est noté Z =
I'Iir‘zll'lgzlziw('m tel que 1< w(i,q) < | Don;|.

— Un marquage symboliquén, Symb) est notéMg,m,p Ou plus simplemertn (s'il
n'y a pas de confusion sur la partition symbolique utilisée)

6.3.2.3 Représentation symbolique canonique

Sans contraintes supplémentaires, les définition prétesiiissent la possibilité
d’avoir plusieurs représentations symboliques pour unmenélasse d’équiva-
lence. Pour éviter cette situation, une forme unique, &ggreprésentation ca-
nonique a été proposée dans [Dut91]. Cette forme est obtenue swask de

propriétégde minimalité et d’'ordonnancement



100

La minimalité, obtenue par une opération de regroupemeaniesusous classes
dynamique, consiste a utiliser un minimum de sous classeandigues (en res-
pectant les contraintes de la définition d’'une partition sghaue).

L'ordonnancement consiste a établir un ordre lexicogi@pdiunique pour I'écri-
ture du marquage. Ceci prend en compte, entre autres,d’aiels places, et les
indices des sous classes dynamiques.

Nous renvoyons le lecteur intéressé a la référence prémegeuar une étude plus
détaillée.

6.3.3 Regle de franchissement symbolique

Pour obtenir une construction automatique et directe dphgraguotient, une
régle de tir symbolique est définie a partir d'un marquaget®ligue. Le graphe
construit est appelgraphe des marquages symboliqU&RG, pour Symbolic
Reachability Graph).

Dans une représentation symbolique, les couleurs ne figptes et sont rem-

placées par des sous-classes dynamiques, qui peuvennehaprésenter plu-
sieurs couleurs. Par conséquent, il n’est plus possibitestincier un franchisse-
ment par des couleurs. Cette instanciation doit étre eféecpar des n-uplets de
sous-classes dynamiques. Il faut donc, pour tester lalirssabilité puis le fran-

chissement, évaluer les fonctions de couleurs et les @idilirectement sur les
sous-classes dynamiques.

L’ instanciation symboliqueécessite I'introduction de deux fonctions supplémen-
taires,\ et .. Etant donnée une transitiora instancier, la fonction sert & iden-
tifier la sous-classe dynamique dans laquelle est inste#™eoccurrence de

G dansCd(t). Dans le cas ou deux occurrencest €, de la méme classe non
ordonnée(; sont instanciées dans la méme sous-classe dynamique liea lati
fonctionp pour savoir si les objets concernés par 'instanciation smémes ou
non. Dans le cas oG est une classe ordonnée alpmsst utilisée pour désigner la
position d’un objet dans la sous-classe dynamique chodielp franchissement.

Définition 6.17 (Instance symbolique)Soient t une transition telle que Qd =
Mty Cia. SoitSymb une partition symbolique éfis,,, un marquage symbolique.
SoienA = {Ai:{1,...,a} —{1,...,|Somb; . Dyn; |}, u={p : {1,...,6} — N*}.
(t,[A, 1) est une instance symbolique de t damg,, ssivi € I,VO<k<eg:

— W(k) < Symb; .card (Ai(K)),
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— Sii<halorsV0 < | < pi(k),3K < k tel queAi(K') = Ai(k) A (K) =1.

Si g = 0alors |4 etA; ne sont pas définis.

Notation. Linstance symbolique(t, [A,1]) est notee(t,C) telle que :c'=
n{‘zlﬂ?zlzfi(”’”(”. ou (", n?zlzi“(”) est un n-uplet de sous classes dyna-
miques de §mbj ).

Le tir symbolique de I'instance symboliq@e[A, ) & partir d’'un marquage sym-
boliquen, noténi[[(t, [A, 1)) )), est effectué en trois étapes : la division, le tir, puis
la canonisation du marquage symbolique obtenu. Nous aésiguccinctement
ces étapes et renvoyons le lecteur au chapitre 4 de la ré&fPait91] pour une
étude détaillée.

Division d’'un marquage symbolique. Pour analyser la franchissabilité d’'une
instance symbolique a partir d’'un marquage symboliquayil féécrire ce dernier
de maniére a isoler symboliguement les objets sélectiopaeles fonctiond et

W : dans chaque sous classe dynamique on crée autant de ssesagnamiques
unitaires qu’il y a d’objets différents utilisés pour leffichissement. La représen-
tation obtenue est appelémrquage symbolique divisé

Le tir symbolique. Une fois la division effectuée, un tir ordinaire est effegtu
a la seule différence que les sous-classes dynamiquesresitpii marquent les
places en entrée d’une transition vont se substituer auegmordinaires.

Canonisation du marquage symbolique obtenu. Aprés un tir symbolique, il
faut procéder a la canonisation du marquage symboliqueobédin de garantir
son unicité et effectuer le test d’existence d’une facomcatt.

La figure 6.4 illustre les différentes étapes du franchissgrsymbolique et le cal-

cul d’'un successeur symbolique canonique sur un exemgesitmgple. On note
que I'étape de canonisation est représentée de facon désémp le regroupe-
ment puis I'ordonnancement. Dans cette figure, les noisxtzérq et Zf’l signi-
fient que la sous classe dynamiqn%a été décomposée en deux sous classes
dynamiques dans le marquage symbolique divisé, suivadglésition des fonc-
tionsA et
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FIG. 6.4 — Exemple des étapes du franchissement symbolique.
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6.4 Exemples de WN et limites de I'approche SRG

Dans cette section, nous étudierons les apports et lee$irdiés WN au travers
de I'étude d’'un algorithme d’accés a une section critiquesdan environnement
distribué. Cet algorithme est basé sur un mécanisme decatitins. Quand un
processus veut accéder a la section critique, il envoie otiBcation a tous les
autres processus. Cet envoi est conditionné par : (1) lredesde processus en sec-
tion critique ; (2) 'absence de processus en attente dectaosecritique. Une fois
la notification envoyée et recue par tous les autres prosgksprocessus émet-
teur passe en mode attente. Il ne pourra accéder a la sedgtigneque lorsque
toutes les notifications ont été recues, et que la sectibgueiest libre.

La Fig. 6.5 représente une modélisation WN de cet algorithraedomaine de
couleur de toutes les places est constitué de I'uniqueectass {pr1,..., pr},
représentant I'ensemble des processus.

FIG. 6.5 - WN symétrique de I'algorithme d’acces a la sectiotiqure.

Prenons un processips dansCi. Le marquage de la pladdl par pr représente
les états olp effectue des actions en dehors de la section critiquer Sarque
Rqgalors il exprime le besoin d’accéder a la section critiquentarquage dér
par pr correspond a I'émission de la notification, et son passd&esignifie que

la notification a été recue, et par conséquenpasse en mode attente. Le sys-
téme étant distribué, plusieurs processus peuvent éndeknequétes de maniere
concurrente et donc se retrouver simultanément en attemtggue la section cri-
tique,Cs estlibre, le systeme opere un choix non déterministe pasmrocessus
en attente. Les arcs inhibiteurs issuset deCsreprésentent la contrainte, citée
plus haut, sur I'émission des notificatichg.arc inhibiteur issu deTr permet de
traiter toutes les notifications en transit avant d’autaris acces.

4un arc inhibiteur dont la fonction de couleur &impose (par définition) que la place doit
étre vide pour que la transition soit franchissable.
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(ts, pr1)

&

ke

=
(ts, pr2)

(a) Une partie du RG

(t5, pr3)

(b) Une partie du SRG

(t5,Z2)
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Marquage(s) ordinaire(s) | Marquage symbolique représentg
fh — I
my = IdI(pri+ pr2+ prs) m1—1|d|(21)
1214/ =3
mg = IdI(pr2+ prs) + Ro(pry — . ;
T It b} Rdlpre e g
m5 = IdI (pr1+ pr2) + Ro(prs 111 = 41411
m; = 1dI (prz+ pr3) + Tr(pre — -
i L g ey
ms = IdI(pr1+ pr2) + Tr(prs 11l = 4141
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2

; = ldl(pr1+ pr3) + Regpra
, = [l (pry+ pr2) + Re(pra

y = 1d1(Z}) + Re(Z3)
’Zil’ =2, ‘Zil‘ =1

me

mg = IdI(pr2+ pra) +Cs(pr1
me = Idl(pry+ pra) + Cs(pr2
m

)

( ) )

( ) )

( ) )

( ) )

( ) )

= ldl(pr2+ pr3) + Reg(pry)
( ) )

( ) )

( ) )

( ) )

= IdI(pry + pr2) +Cs(pra)

s = 1d1(Z}) + Cs(Z)
231 =222, =1

FIG. 6.6 — Marquages du RG et du SRG du WN de la Fig. 6.5
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On remarque que sur ce WN on ne fait aucune distinction easgr&€dmporte-
ments des processus : aucune référence aux identités de=ssgue n’est faite
sur les composants du WN. Par conséquent, ce WNKb&sement symétrique
Party = {Dy1} telle queDy 1 = {pry,...,prn} (tous les processus sont indis-
cernables et sont initialement dans la méme place). Aiagiplication de I'ap-
proche SRG apporte une réduction maximale par rapport audR@spondant.
Par exemple, pou’| = 3, le SRG contient 26 nceuds alors que le RG en a 91.

Le fonctionnement qui consiste a faire évoluer un seul @sue jusqu’a I'obten-
tion de la section critique (puis sa libération) est illéstians la Fig. 6.6 sous la
forme d’'un graphe de marquages ordinaife&) et sous la forme d’'un graphe
de marquages symboliquedR Q. Lesy sont des marquages symboliques repré-
sentant des classes d’équivalence de marquages ordifRarexempleyy, repré-
sente 'ensemblém}, m2, m3} de marquages ordinaires. Par ailleurs, chaque fran-
chissement sélectionne un unique objet, donc l'instancdslique est définie par

le couple(A1(1),p1(1)). Par définitionuy (1) = 1, donc on représente l'instance

symbolique pal(ti,Zi‘l(l)). Aussi, les couplegt, Z}) sont des instances de fran-
chissement symbolique, représentant des classes d'é&qnaéead’instances ordi-
naires. Par exempléty, Z}) représente I'ensemblf(ts, pr1), (t1, pra2), (tz, prs)}
d’instances ordinaires. Ces représentations sont cakdéivant les méthodes
introduites dans les sections 6.3.2 et 6.3.3.

A présent, nous voulons augmenter I'algorithme précédantupe gestion dé-
terministe des conflits entre les processus en attente decters critique. Ici,
nous considérons une gestion basée sur les identités desspus i > | =
pri a priorité surprj. Par exemple, gpry, pro et prz sont en conflit, alorprs ob-
tiendra en premier la section critique, ppis et enfinpr;.

La Fig. 6.7 représente une modélisation possible du nolyetithme, partant de
celle présentée dans la Fig. 6.5.

Dans le cas d’un conflit, tous les processus impliqués dacenfiit finissent par
marquelRe La sélection s’opére avec l'arrivée d’un candidat dahst si ce can-
didat n’est pas le plus prioritaire, il est remplacé. Lesffassements successifs
detg conduisent a repousser les demandes en attente des pslessswins prio-
ritaires.t4 moins prioritair@ ne devient franchissable que lorsdg@e I'est plus,
ce qui se produit quand le prédicat,< y], est évalué a faux. La syntaxe des WN
exige que le prédicaix < y] soit modélisé par V;j([d(x) = i]A[d(y) = j]).

SLa priorité detg par rapport au autres transitions est exhibée dans la figaregpcouleur
différente (noire).
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FIG. 6.7 — Modélisation d’un algorithme distribué d’acces a seetion critique,
avec priorité.

Di1,..., D sont des sous-classes statiques élémentaires (un objsbpsy
classe) de la class8.

A cause de cette séparation élémentaire des objets, lassenédrie autorisée sur
le WN est l'identité G = {id}), et ceci implique que la taille du SRG de ce nou-
veau modele est la méme que celle du Rakicune réduction n’est possible par
cette méthode

Ainsi, la modification de protocole considérée produit ustegnetotalement asy-
métrique L'application de I'approché&RGa ce systeme n’est donc pas propice
car elle nécessite d’exprimer des symétries globalesi¢sedt?), ici, réduites a
lidentité.

Bilan. Nous pouvons conclure que les WN sont un formalisme de meadi&n
trés expressif, dont le graphe quotient est construit aatiopprement, mais cette
construction n’est efficace que pour les systemes exhilventarte symétrie glo-
bale.

Sachant qu’un des moyens prometteurs pour une analyseceffieace type de
systémes est de faire appel aux approches par symétriésdgchapitres 4 et 5),
notre défi est donc de développer des approches qui tirefit geda puissance
des WN, tout en exploitant les symétries locales des systétneiés.
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6.5 Graphe des Marquages Symboliques Etendus

La premiére approche, [HITZ95], qui traite les systemesratyiques, modélisés
par un WN, est une mise en ceuvre de la méthode générique fg@skams la sec-
tion 3.5. Le point crucial dans cette derniere est de détenh sous-structure
symétriqueks d’une structure de Kripk& et ce,en opérant au niveau du modéle
En d’autres termes, sur un WN (modélisant un systeme asigmélr il faut iden-
tifier formellement les parties symétrique et asymétriquiendniére a produire un
graphe quotient dont la représentation du fonctionnemeitd gartie symétrique
est “totalement” réduite. Le graphe construit par cetteegpe est appelgraphe
des marquages symboliques étendus (ESRG, pour ExtendédIgyReachabi-
lity Graph)

Nous apportons deux critiques a la méthode originelle. lesnpgre est un pro-
bleme de forme, car la présentation de la méthode a nécissitsdluction de no-
tions et notations, qui ne sont (a notre avis) que puremehhtques, puisqu’elles
ne concernent que l'implémentation de la méthode. Le dewxiprobleme est
plus fondamental, car il concerne I'algorithme de congtomc Ce dernier est
composeé de deux phases : la premiere construit des nceudshegyuotient,
dont certains ne sont pas forcement accessibles et la deendiémine les noeuds
non accessibles.

Ici, nous donnons une nouvelle présentation de la méthodeust proposons un
algorithme de construction optimisé, qui n’a besoin quad’seule phast

6.5.1 Caractérisation formelle des asymétries d'un WN

Dans les WN, les comportements asymétriques sont dus &tbexie ddran-
sitions asymétriqgueg’est-a-dire, les transitions dont la franchissabiliépend
directement des identités des objets qui la sensibilisent.

Définition 6.18 (Transition asymeétrique)Soit t une transition d'un WN,;Fen-
semble des fonctions de couleurs des arcs adjacentsid’gnBemble des pré-
dicats associés aux fonctions dg &insi que la garde de t. La transition t est
asymeétrique ssi l'une des deux conditions suivantes esiger

1. 3f € R, telle que f contient une fonction de base de la forrﬂe(\lféir
déf. 6.3).

6Ces améliorations ont permit la réalisation de I'approatésentée dans [BFBI06]
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2. dpr € R, tel que pr contient un prédicat de base de la for[r@(é(ik) =
ou[d(XX) = d(XK)] (voir déf. 6.5).

L'ensemble des transition§ d'un WN peut étre décomposé en deux sous-
ensembleS,symet Tsymtels que Tasymest 'ensemble des transitions asymétriques
etT = Tasym® Tsym Si 'ensembleT,symest vide, alors chacune des classes d’ob-
jets du réseau ne contient qu’une unigue sous-classeustaidge réseau est dit
completement symétrigueans le cas contraire, il easymeétrique

Exemple 6.8.Dans le WN de la Fig.6.7, la transitiory st asymétrique car
elle est gardee par le predicat < y], dont la syntaxe en WN e¥t_; ([d(X) =
il Ald(y) = j]). Toutes les autres transitions sont symétriques.

Du point de vue de la méthode générique (section 6.5 du cbad)itlas X (RG)
du sous-réseau engendré en ignorant les transitions asymestcorrespond a la
structure%s. Ici, le sous-groupe de la définition 6.10 implémente cetuiadmé-
thode générique et nous définissons dans ce qui suit I'ingriéation degs.

Définition 6.19(Les symétries relachéesgoitGs = {g= ® 0} le sous-groupe
de permutations suf]i’_; G tel que :

— Pour les classes non ordonnées; h, g est unegpermutationsur .

— Pour les classes ordonnées<h < n, g est unegotation sur G.

Gs est appelé sous-groupe relaché §ift ; G.

La conséquence directe de cette nouvelle définition estriaidération de deux

relations d’équivalence entre les marquages du WN :

— la premiere est la relation de la définition 6.11. C’est la relation classique des
WN, induite par le sous-groupg : si C est la famille des classes du modele,
alors G est implicitement représenté pgnrt, la partition statique d€';

— la seconde est la relation, formalisée de maniéere identique a celle de la dé-
finition 6.11, a la différence qu’elle est induite pg¢ : dans ce cas, la partition
statiqgue déBart est remplacée par la partitigpart® = {Pact®; }i—1  n (repré-
sentant implicite d&js). Dans cette partition et pour chaque clasgeus les
objets sont regroupés dans une seule paitfie< i < n,|Pact’; | = 1. Part®
est appeléeartition relachéeade la famille de classes.
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6.5.2 Représentation symbolique étendue

Pour la représentation symbolique des classes d’équ@lé® marquages, nous
sommes tentés de réutiliser celle présentée dans la sécdi@ Cependant, la co-
existence de deux relations d’équivalensegt ~, et par conséquent deux types
de classes d’équivalence, nécessite une adaptation daeptésentation de ma-
niere a associa@xplicitement chaque marquage symbolique la relation a laquelle
il fait référence.

Dans la définition 6.15mg,,, €St un marquage symbolique qui faiplicite-
mentréférence a une relation d’équivalence représentée partaign statique
(unique)Part (associée au WN). A présent, ceci n’est plus suffisant potnirdé
un marquage symbolique, car il y a deux partitiong’déa partition statiqu&art

et la partition relachégart®, qu’il faut rajouter explicitement a la définition d’'un
marquage symbolique pour identifier exactement les syesestir lesquelles est
batie la classe d’équivalence qu’il représente. Nous audonc deux représenta-
tions symboliques :

— (Part,Mgymp) : C'eSt la représentation symbolique classique des WN,léppe
marquage symboliqué&M). Elle fait référence a la partition statique classique
des WN.

— (Part®, M ,.) : C'est une représentation qui fait référence a la partiteda-
chée, définie par rapport@s. Elle sera appelémarquage symbolique relaché
(RSM, pour Relaxed Symbolic Marking)

6.5.3 Franchissement symbolique étendu

La co-existence des deux types de représentations syrabs)i§M et RSM, im-
pose deux types de franchissement symbolique :

— le franchissement instanci@ partir d’'un SM et resultant en un autre SM. |l
correspond au franchissement symbolique classique desi@fiNi dans la sec-
tion 6.3.3.

— Lefranchissement génériqua partir d'un RSM et résultant en un autre RSM :
cette regle est semblable a celle définie dans la sectioB. &8pendant, les
seules transitions concernées par ce franchissementesotrahsitions symé-
triques et les instances de franchissement symboliqualgfinies en considé-
rant la partition relaché&act®.

Comme l'instanciation symbolique est construite en wiltda partition statique
du marquage symbolique source, la partition se propage eguage symbolique
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destination. C’est pourquoi un (R)SM méne vers un autreNR)Ss deux types
de franchissements sont regroupés sous l'appellétésthissement symbolique
étendu

6.5.4 Algorithme de construction de 'TESRG

L'ESRG est un graphe quotient du RG dont les nceuds sont desdR8bts SM,
et les arcs correspondent a des franchissements symtmobtgredus, reliant ces
représentations. Pour la construction de ce graphe, oargstd’utiliser un algo-
rithme semblable a celui utilisé pour la construction du SR@st-a-dire, a partir
d’'un (R)SM initial, on construit tous les (R)SM successepes I'application de
la régle de franchissement symbolique étendu. Pour chaewesl successeurs,
on calcule ses successeurs et on répete cette opératiorgjesgu’il n’y ait plus
de nouveau nceud a ajouter au graphe. Cependant, un tetlalgerest suscep-
tible d’introduire des redondances dans la constructionefiet, sans contrainte
de construction supplémentaire, il est possible qu’'unrebsz=de marquages or-
dinaires soit représenté a la fois par un RSM et par un engedeéSM. Pour
eviter ce cas de figure, on privilégie les franchissementarfirmles transitions
symétriques (franchissements génériques). Ceci perneetamstruction au plus
t6t des RSM, évitant ainsi la construction des SM quand é&distpas nécessaire.
Cette nécessité apparait dans les deux cas suivants : (BMer&orésentant les
marquages ordinaires du SM a rajouter n’existe pas dansyhgr, (2) il y a des
franchissements asymeétriques a partir du SM a rajouter.

Aussi, pour traiter les transitions asymeétriques et optmia construction, il est
nécessaire de disposer d’opérations symboliques qui pemhele passer d’'un
RSM a I'ensemble des SM gu'il représente et inversement s appelonfRaffi-
nement (symboliquéppération qui permet de passer d’'un R§Mart*, rﬁgnmbs)

a 'ensembleE = {(Part, rﬁ's mbi>}i des SM qu'il représente. Son dual est appe-
lée Regroupement (symboliqué&)ans cette partie, nous considérons simplement
I'existence de ces deux opérations, laissant leur gésétan et étude détaillée a
la section 7.3.2.

Pour simplifier la présentation de I'algorithme de condiam; nous avons omis
les partitions dans la description des représentationdglgues, et nous avons
utilisé la fonctionTy pepour identifier la nature d’'un marquage symbolique : RSM
ou SM.

La procédurd estSaturatioteste si le SM ajouté permet de compléter une classe
d’équivalence d’états. Si de plus aucun des SMs de la claastorise de fran-
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chissement asymétrique, alors cet ensemble de SMs peusidistitué par un
RSM représentant.

La procédureTraitTransSyntraite la franchissabilité et le franchissement des
transitions symétriques. Dans cette procédure, on inegiR$M en début de liste
(ligne 13) afin de privilégier les franchissements symégg]

La procédureDévelopperESMsonstitue le cceur de l'algorithme de construc-
tion. Elle assure que tous les RSM ont été traités en prj@itd’autorise I'ajout
d’'un nouveau SM dans le graphe que si : (1) il produit des fimsements asy-
métriques (lignes 23-26) ; (2) 'ensemble des marquagekrgprésente n’est pas
déjareprésenté par un RSM (lignes 35-36) ; (3) son ajout magigas la création
d’'un RSM représentant (lignes 37-45), si c’est le cas, psls 41-43 permettent
de réduire la taille du graphe : 'ensemBleles SM est remplacé par un seul RSM
(les marquages ordinaires représentédgpimrment une classe d’équivalence par
rapport ags). Enfin, on note que si les marquages représentés par un Sidé&an
représentés par un RSM alors il faut traiter uniquementreaschissements asy-
métriques a partir de ce SM, car les transitions symétriquesnt été traitées au
niveau du RSM. Sinon, toutes les transitions (symétriqtiasyamétriques) sont a
considérer pour ce SM (lignes 28-31).
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Données:
ESRG. le graphe de marquages symboliques étendus
Atraiter : une liste de marquages symboliques étendus

1 TestSaturatiofm) :
début

2
3

6
7

fin

si JE = {A|M € ESRGNceud§) A Typd ) = SM} etm € ATraiter
tel queUgyceumy [M] est une classe d’équivalence p.r@; et

At € Tasymfranchissable a partir de € EU{m} alors

| retourner E

retournerd

g TraitTransSynim) :
début

9
10
11
12
13

14

15

fin

pour tous lest € Tsymtel quem|(t,€))nY faire
si (M ¢ ESRG.Nceuds(@lors
ESRG.AjouterNceudi)
L ATraiter.InsérerEnTétat)

ESRG.AjouterArcin %))
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DévelopperESMS :

17 début

18
19
20
21
22
23
24
25
26

27
28

29
30
31

32
33

34
35

36
37
38
39
40

41

42

43

44
45

46
a7

48
49

50 fin

tant que ATraiter £ 0 faire

m :=ATraiter.RetirerTéte()

si TypeM)=RSMalors

TraitTransSym)

L :=Raffinement)

si{f € L|3t € Tasym M[(t,€))} # O alors
pour tous lesiy € L faire

ESRG.AjouterNceudi{)

L ATraiter.InsérerEnQueud()

sinon
si 3mM € ESRG.Nceuds() tel que TyPEERSM et ] C [AY]
alors
| Trans :=Tasym
sinon

| Trans :=Tsynt Tsym

pour tous lest € Trans tel quem[(t, €))AY faire
sim € ESRG.Nceuds@lors

ESRG.AjouterArcin "%, )
inon si3 AT € ESRG.Nceuds() tel que TypEf=RSM et
m] C [m'] alors
ESRG.AjouterArcin "% AY")
inon si(E :=TestSaturationSym{))+ 0 alors
m’ :=Regroupement(E { AT})
ESRG.AjouterNoeudfY’)
ATraiter.InsérerEnTétaf’)
pour tous lesy %), € ESRG.Arcs() tel que, € E
faire
ESRG.RetirerArapy %))
ESRG.AjouterArcity “9mr)
pour tous lesiy, < E faire
| ESRG.RetirerNceudt)

inon
ESRG.AjouterNoeudfY)

ESRG.AjouterArcm@rTY)
| ATraiter.InsérerEnQueug()

[7)]

—

[7)]

[%)]

Algorithme 2 : Algorithme de construction du ESRG
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L'algorithme 2 présente le listing du processus de constmicle 'ESRG. Il uti-
lise deux structures globale€£SRGet ATraiter. La structureE SRGreprésente

le graphe a construire. La structuA& raiter est une liste dont chaque élément est
un RSM ou un SM.

6.5.5 Exemple et Bilan de I'approche ESRG

Dans le cas d’'un WNaiblement asymétriqdela réduction apportée par 'TESRG
par rapport au SRG est trés importante, car on a raremeninb@gsoeprésenter
des noeuds de type SM.

Les Fig. 6.8 et 6.9 montrent TESR®& associé au WN de la Fig. 6.7, pour
C1 = {pr1, pr2, pra}. Ce graphe contient 71 nceuds alors que le SRG de ce ré-
seau contient 139 nceuds. Les noeuds représentés en grasesoRSMIs et
ceux représentés en gris sont des SMs. Nous rappelons quartiop re-
lachée de la class€i, associée aux RSMs, eftart® = {Part®1} telle que
Pact®y = {D7 1} = {{pry, pr2, pr3}}, alors que celle associée aux SMs (la par-
tition statiqué) estart = {Part, } telle queParty = {Dy 1, D12, D13}, avec

D1 = {pr1}, D12 = {prz}, D13 = {pra}. Par conséquent, tout SM représente
un unigque marquage ordinaire.

La Fig. 6.8 représente le comportement symétrique du WNarkesde ce graphe
sont obtenus par des franchissements génériques (lesitnasautres qué;).

Les RSMaTy7, Mg, Ma3 et Mgs représentent des marquages symboliques relachés
qui permettent des franchissements asymétriques (freseriients de la transition

tg). Par conséquent, les SMs de ces RSMs doivent étre dévslpopé pouvoir
construire le comportent asymétrique du WN (Fig. 6.9). Dartableau 6.1, nous
avons regroupé tous les RSMs qui provoquent des franchésgsrasymétriques.

L effet des transitions asymétriques reste localisé papoa a 'ensemble du comportement
du systeme
8Les instances de franchissement ont été délibérémentopuse ne pas alourdir les figures.
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Ensemble des SMs représentés

o7 = 1d1(Z}) + Re(Z3) + SI(Z5)
‘Zil‘ =1, |Zil| =1, |Zi1| =1

ms, = 1d1(Z}) + Re(z3) +SI(z2)
Mo, =1d1(Z)) +Re(Z)) +SI(Z7)
5, = 1d1(Zf) + Re(Zl) +SI(Z1)
5, = 1d1(Zf) + Re(Zl) +SI(Z3)
M, = 1d1(Z) + R6(21> +8l(Z})
= 1dl(Z7) + Re(Zy) +SI(Z)
12111 = 1,123,/ =1, |Z 3l =1

Mgo = RQ(Z}) + Re(Z2) + SI(Z3)
2341 = 1,128, = 1,123, =1

Mo = Rq(21> + Re(22> +SI(Z3)
M = RY(Z2) + qul> + S'(Zf>
My = ROI(Z3) +Re(Z]) + SI(Z5)
My = Rq(Zl) + Re(z3) +SI(Z2?)
”go = Rq(zl) + Re(Zl) + S'(Zb
M3, = RA(Z) + Re(Zf) + SI(Z})

‘Z]].-,l‘ =1, |Z]2_72| =1, |Zi3| =
@33:T (Zi)+Re(Z§)+SI(Z§)
e

~ M5, = Tr(Z%) + REZ3) + SI(Z
=Tr(z})+ReZ%) +SI(Z3 33 3 X
D AT | M=) rez)) e sizy
1,1 ) 1411 1411 A 3:T (Z]?_))—f—quz)—f—Sl(Z]]_')
TS, = Tr(Z3) + Re(Z}) + SI(Z2)

Zi1l = 1,128, = 1,235 =1

Mg = Re(Zl+Z3 +Sl(z})

s = Re(Z) + SI(Z3)
‘Ziﬂ =2, |Zil| =1

)
Mg = Re(21 +Zl> +S|(Z§>
”iés— Re(zzl +23) +§|(Zl)
\21,1‘ =1, |2172| =1, |Zl,3| =1
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TAB. 6.1 — Les RSMs asymétriques et leurs développement en SMs.
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My, = 1d1(Z]) + RgZ2) +CYZ3)

Mg, = IdI(Zf)+Re(Zl)+Cs(ZS)

M, = 1dI(Z3) +ReZ4) +Cs(Zp)
\Ziﬂ = 7|212| =1, |Z 3| =1

Mg, = RAZ}) + Re(ZZ) +CS(Z})

Mg, = RqZ5) + Re(Z3) +CS(Z})

M, = RAZ}) +ReZD) + CSZ3)
|Z::II_-71‘ =1, \Ziz\ =1, |Zi3| =1

M = ReZ} + 27) + CsZ})
\21,1| =1, |2172| =1, |Zl,3| =1

ms7 =1d1(Z}) +SI(Z}) +Cs(Z3)
e = ld (Z%)+ SI(Z%) +CHZ?)
7: IdI(Zf) +Sl(z}) —|—CS(ZZ)
Z11] = 1,128, = 1,|Z35/ =1

Rq(Zl) +SI(z2) +C9Z3)
Ro(Z%) + Sl(zi) +CHZ3)
Zl
1

oZ3) +SI( ) +CH(Z?)
1, |Zl,2| 7|Zi3| =1

my
m
%,

8
8
8
1
1

M = Re(Z}) +SI(Z§) +Cs(Z})
r?%glz Re(Z%)2+ sI(zt) 208(29
|2171‘ =1, ‘21,2‘ =1, |Zl,3| =1

TAB. 6.2 — SMs résultant des franchissements asymétriques.

Le tableau 6.2 fournit les SMs résultant des franchissesnesymeétriques. No-
tons que le test de saturation (la fonctioest Saturatioyrevoie vide surles SM de
chaque case de ce tableau. En effet, aucun de ces ensemivlasydeges symbo-
liques ne correspond a une classe d’équivalence par ragpgrPar consequent,
il N’y a pas de regroupement possibles.
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FIG. 6.8 — Partie symétrique de 'TESRG du WN de la Fig 6.7
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FIG. 6.9 — Partie asymétrique de 'lESRG du WN de la Fig 6.7

Dans le cas des WiHbrtement asymétriquete gain de 'ESRG par rapport au
SRG est pratiguement nul. En effet, I'existence d’'un nonitgortant de transi-
tions asymétriques oblige a développer un nombre impod@a&iMs et par consé-
guent on perd la réduction apportée par les RSMs, et cedigerple gain négli-
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geable.

Aussi, la définition d’'un unique sous-groupg (représente par la partition sta-
tiqgue deC : Part = {Party } = {{{p1},{P2},{p3}}}) pour toutes les transitions
asymétriques du systeme ne permet pas d’exploiter les Bggtii apparaissent
localement sur chaque transition, durant I'exécution diiesye. Par exemple, si
I'on considérait la transitioty et les deux marquages symboliqlr?t% etrﬁg7 alors

on peut remarquer gu'ils sont symétriques par rapport as-goouper = {id, g}

tel queg.p3 = p2, 9.p2 = p3 etg.p1 = p1 (implicitement représenté par la parti-
tion : Part] = {{p1},{p2, p3}})- En reprenant ce principe de localité des symé-
tries sur les successeurs de ces marquages symboliqgugsmsiass ajouter une
réduction supplémentaire a une partie du graphe de la Bidvéir Fig. 6.10).

FIG. 6.10 — Exemple d’exploitation des symétries locales.

6.6 Conclusion

Nous avons étudié les WN comme formalisme de modélisatiensgietemes
concurrents (finis, dans notre cas) dont la sémantique estStiE, appelée
graphe d’accessibilitéRG). Grace a leur structuration, les WN permettent la
construction automatique de deux graphes quotient : le SRESRG.
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Dans lI'approche SRG, les symétries sont définies d’une meastatique et glo-
bale (au niveau du modele). Ce sont les seules prises en eqmt la construc-
tion du graphe quotient. L'approche SRG ne bénéficie dondeda localité des
conditions qui spécifient les asymétries, ce qui engendeaéatuction faible, si-
non inexistante, par rapport au RG dans le cas des modelesagyes. Sur
'exemple de la Fig. 6.7, le SRG est identique au RG, car ftaiyie induite par
le processus de sélection est prise en compte au niveau,ghdraque son im-
pact ne soit que local.

L'approche ESRG, quant a elle, apporte une premiére salatice probléme par
une définition statique des asymétries et une utilisatidsesoin. Cependant, cette
définition statique des asymétries est commune a toutesaesitions asymé-
trigues du WN : considérons deux transitions asymétriqets, telles que pour
le franchissement deon distingue uniquement les objgis; et pro, et pourt’
on distingue les objetprs et pr4 (uniquement). L'approche ESRG considére une
partition statique dans laquelle chacun de ces quatresobgttdistingué. Cette
partition va étre prise en compte a chaque fois que I'une das ttansitions est
franchissable. Ceci engendre uasymeétrie inutileentre les objetpr; et pra lors
du franchissement d& mais aussi unasymeétrie inutileentre prs et pr4 lors du
franchissement die

La solution originale que nous proposons est baséaisargestion totalement
dynamique des (a)symétries du systéGedte solution consiste a mettre en ceuvre
les techniques génériques présentées dans les deux ebapicédents, tout en
exploitant les apports du formalisme des WN. L'intérét deeecapproche est de
permettre une vérification efficace des systemes globalessgmétriques.



Chapitre 7

Les Réseaux de Petri Bien Formes :
approche par symetries
dynamiques

Lors du développement de notre méthode générique pourifecaéon des sys-
témes globalement asymétriques (chapitres 3 et 4), nouns avtwoduit la notion
de S K ‘E controlée(section 4.3). Dans cette approche, nous avons transigesto
les asymétries du systeme sur 'automate de contrdle, ceoysi a permis de les
gérer d’'une maniére totalement dynamique. Ceci a aboutid&fiaition d’'une
nouvelle structure quotient sur laquelle la vérificationrdsystéme globalement
asymeétrigue peut étre optimisée.

Dans ce chapitre, nous allons voir comment appliquer cpfioghe dans le cadre
des WN.

7.1 Le modele des WN Contrblés

Les systemes asymétriques que nous considérons sont s@sdpgr une paire
(N,4.) : N= (P, T,C,Cd,Pre Post Inh, @, représente un WN totalement sy-
métriqué dont le fonctionnement est contrdlé par un automate de @entr
4. = (L,lo,’E,R). Le contrble porte sur le franchissement des transitiond,de
par conséquen = {(t,c)|te T A ceCd(t)}.

ILes idées développées dans ce chapitre ont fait I'objet dgiquirs publications [IBB04,
TMBDLKO04, BIDLO4, HTMK *04, TMIBO06] .

2Nous rappelons qu’'un WN est symétrique ssi la partitiorigaiatde chaque classe du ré-
seau n’'est constituée que d’une unique sous-classe stadgroupant I'ensemble des objets de la
classe.
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Exemple 7.1.Reprenons I'exemple de la section critique. Nous voulornsteta
nant représenter la phase de sélection sans préciser damsdele sur quel cri-
tere cette sélection est effectuée. Dans ce WN, tous lesgsos ont un comporte-
ment identique : s{3 = {pr1,..., prn}, nous avons alorPart; = {pra,..., pra}.
Ce WN est donc totalement symétrique.

Idl

FIG. 7.1 — CWN de l'algorithme d’acces a la section critique [acie un WN
symeétrique et a droite son automate de contréle].

Le critére de sélection est introduit par 'automate de ¢ble 4. = (L,lo, £, R)
tel que :
— L={lo},
- E={(t,o)teT AceCd(t)},
— R = {(lo,ts[x < Y], lo), (lo, —te, lo) } ol o
— te[x <y] = {(te, (i, Pj)) | (Pi, pj) € Cd(te) A j > i}
— —tg={(t,c) [t £tgAC € Cd(t)};

Ainsi, les asymétries représentées initialement sur le MiiNg.7) sont totalement
transférées sur 'automate de controle.

Ce nouveau modele est appttémodele des WN contrélés (CWN, pour Control-
led WN)et la paire(N, 4;) est notééNg.. Un état deNg, est un couplém,|) tel
quemest un marquage de etl est un état deic. Un état initial deN, est formé
d’'un marquage initiaing et d’'un état initiallo.

7.2 Sémantique associee aux CWN

La sémantique associée a un CWN est définie par une adapdatienregle de
franchissement classique des WN, qui prend en compte ldhsymisation avec
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I'automate de contrdle. Elle permet de construire a paitin état initial (mo, lo)
un graphe dont chaque nceud est un état du systeme. Les areggdapbe re-
présentent les événements dont I'occurrence, jugée attepiar 'automate de
contrdle, permet de passer d’'un état a I'autre.

Définition 7.1 (Regle de franchissement par synchronisati@oit N;, un CWN,
t une transitionde N efl,y,l’) une transition de4.. L'instance de transitioft, c)
est franchissable & partir de I'étgtn, |), notée(m,1)[(t,c))), ssi:

m((t,c)) A (t,c) €Y.

L'état obtenu par ce franchissement ést, 1) tel que, M= m((t,c)).

Exemple 7.2.Considérons I'exemple précédent avec I'dtat |p) tel que m=

Re pr1+ pr3) + Sl(pr2). Dans ce cas, seule la transitiofést franchissable vis-
a-vis du WN symeétrique et I'ensemble des instances génarpadir de m est
{(ts, (pra2, pr1)), (ts, (prz, pra)) }. Cependant, la synchronisation de cet ensemble
avec l'arc (lo,ts[X < y],l0)) de 4., donne(ts, (pr2, pr3)) comme seule instance
réellement franchissable a partir du marquage m.

Si nous considérons quigy est le RG deN alors, du point de vue de la méthode
géneérique de la section 4.3, la regle de franchissemenypahsonisation produit
le grapheGn ® 4.

7.3 Produit synchronisé symbolique

En se basant sur cette nouvelle approche de modélisatios, voulons main-
tenant construire la version symbolique du produit syncised quotient (défini
dans la section 4.3) : ayant un systeme modélisé par un GW/Net une pro-
priété f, exprimée par urfZ GBA As, a vérifier sur ce systéme, notre objectif
est de construire symboliquement un représentant de letstedGy ® 4c) ® As.
Cette structure symbolique est appdheduit synchronisé symbolique (SSP, pour
Symbolic Synchronised Product)

La construction de cette structure symbolique nécessitepig@sentation symbo-
ligue d’'un nceud #,0,1,q) et la définition d’'une régle de franchissement sym-
bolique adaptée a ce nceud.
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7.3.1 Représentation symbolique dans les CWN

Trouver une représentation symbolique pour un nd@dO,|,q) se réduit a la
recherche d’une représentation symbolique pour le cousl®) (dans ce cadre,
les éléments d© sont des marquages).

7.3.1.1 Définition d’'un état symbolique

Nous savons gu’un marquage symbolique (classique) d’'un Bfi¥ésente une
classe d’équivalence de marquages, par rapport a la ret#équivalence induite
par le sous-groupe des symétries admissilglgsoir section 6.3.1). Aussi, Sui-
vant la construction proposée dans la section 4.3, dansiehamud 4, O, 1, q)

du graphe quotient, 'ensemb@est une classe d’équivalence d’états par rapport
a la relation d’équivalence induite par le sous-grogfeAinsi, il est possible de
représenter le couple#, O) par une représentation symbolique similaire a celle
utilisée dans I'approche ESRG.

En effet, chaque couplgH, O) peut étre représenté piBart, Msymp) tel que :

— Part' est une partition dg (la famille de classe du réseau), représentant im-
plicite du sous-groupe de permutatiafis Par analogie a la partition statique,
Pact! = {‘Batt[i}i:]_’m’n est appelégartition locale Nous utiliserons la nota-
tion £ j pour la partie localg de la classé: Part'; = {4 j};.

— Symb est une partition symbolique (locale) de formalisée de maniére ana-
logue a celle de la définition 6.13. La seule différence estlgipartition sta-
tique est remplacée par la partition locglert'.

— rh est un représentant symbolique de I'ensemble des élémeris 8a for-
malisation est analogue a celle de la définition 6.15, en l&gapt la partition
statique de” par la partition local@3art' et en prenantnb comme partition
symbolique (locale).

Exemple 7.3. Reprenons I'exemple de la Fig.7.1 avet= {1} et (1 =
{pry, prz, prs}.

Soit le couplg#,0) tel que :

— O={m,m,} estI’ensemble de marquages représentant les états dursysie
I'un des deux processuspou pr, est au repos, alors que I'autre, parallélement
a prs, a envoyeé une requéte d'acces a la section critique =mdl(pry) +
Rq(pr2+ pr3) et mp = IdI(pr2) + Rg(pri1+ pr3).

— % est un sous-groupe de permutations tel qu¢ = {id,g} avec gm; =,
g.m = my. En réalité, # est défini surCy (g.pri = pra, g.pra = pry et
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g.prs = pr3), mais il s’étend naturellement sur les marquages.

L'état (#,0) peut étre représenté symboliqguement par le co{fjfiect', Msymb)
tel par :
— Part' = {Part'y} = {{L11, L12}}, avecLs 1 = {p1, p2} et L12 = {ps},
— Symb = {(Dyny,card;,d;)} ou:
— Dyny = {2,722, 73},
— cardy(1) = 1,card(2) = 1etcard3) =1,
— () =1di(2)=1letdh(3) =2
— m=1d1(Z}) +RqZ2 + Z3).

Ainsi, le quadruple{#,0,1,q) sera représenté panatt‘,msnmb,l,q) et appelé
état symbolique

Notations.

— Les notations définis pour les marquages symboliquessiglees) des WN
(section 6.3.2) restent valables dans le contexte actuelsKappelons ici les
plus importantes :

— La cardinalité card (k), d'une sous classe dynamiqd est notéd Z¥ |.
La Z¥ telle qued;(k) = j sera notéeZf;. Par conséquent, une partition
symbolique $mb; = (Dyn;,card,d;) peut étre totalement définie en uti-
lisant ces abréviations. Par exemplem®$, = (Onynq,card;,d;) telle que
Dyny = {Z},72}, cardi(1) = 1 etcardi(2) = 2, di(1) = 1, dy(2) = 2, est
totalement décrite parlZ} ;| = 1 et|Z%,| = 2.

— Nous noteronstnb; . Dyn;, Symb; .card; et Smb; .d; les différents éléments
de la partition symboliquetnb; = (Oyn;,card, d;). Cette notation est tri-
vialement étendue sum®b = {Symb; }i—1 .

— Quand il n’y a pas de confusion sur la partition symboligtigsée, nous note-
rons (Part', Mgymp., |, q) par (Part', M1, q).

— L'ensemble des marquages ordinaires représenté@pat‘,msnmb) est noté
[(‘Batfla mSl)mb”'

— Nous notons aussi p&fatt!, Msyme, |, 0)], 'ensemble des états ordinaires re-

présentés pafBart’, Mgymp., |, ).

7.3.2 Opérations sur les états symboliques

Dans la méthode générique, nous avons utilisé des op&adjpécifiques sur
les nceuds du graphe quotient : l'inclusian) (et la décomposition (Decomp).
Nous avons énoncé que I'implémentation de ces opératiggendedu codage des
nceuds. Ici, nous définissons les versions symboliques depéeations, adaptées
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aux états symboliques définis précédemment.

Par ailleurs, nous définissons deux autres opératimsaffinement symbolique
etle regroupement symboliquiea premiere est nécessaire pour la réalisation des
opérations d’inclusion et de décomposition. La deuxiéntepeamordiale pour
I'optimisation de la taille de la structure a construire.

Les opérations que nous allons réaliser se répartisserguencategories : (1) les
opérations impliquant plusieurs états symboliques, qusord autorisées que Si
elles opérent sur des états qui ont le méme état de 'autoteatentrole, et le
méme état dWZ GBA. C'est le cas pour l'inclusion, la décomposition et le re-
groupement; (2) les opérations n'impliquant qu’'un seul,&ai sont de ce fait
sans relation avec les états @il et du7 GBA4. C’est le cas du raffinement.

Par conséquent, pour la suite de cette section, les étatst skcrits en utilisant
uniquement leur partie symboliquieg., le marquage symbolique et la partition
locale : (Part', Mgyme, |, 0) sera désigné pafPart’, Msymp) OU plus simplement
par (Part', m).

7.3.2.1 Raffinement symbolique

Le raffinement d'un état symbolique est I'opération de baselaquelle re-
pose la définition de toutes les autres opérations. Elleistensen la substitu-
tion d’'un état symboliquéq:;att[,rhs,,mw par un ensemble d’états symboliques,

E = {(mart[/,ﬁfs‘)mbi>}i, sachant quéBart’ est une partition plus fine qud

Part' : si #H est le sous-groupe de permutations assogiéét' alorsPart' est
le représentant implicite d’'un sous-groupé C #.

3Par définition, une partition est plus fine qu’une autre si felictionne les parties de cet autre
en de plus petites parties.
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(91,0
----------------------- > (Part!, Meymp)
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___________________________________ » (Part” 2 )

-------- » raffinement.
- --->représentation symbolique.
===$ raffinement symbolique.

FiGc. 7.2 — Raffinements.raffinement symbolique.

Nous allons montrer qu'il est possible de constriiralirectement a partir de
(Part', Msymp), Moyennant des transformations sur la partition symbeliynb.
Ces transformations permettent la déduction de I'ensefnbllpg a partir deni.

L'exemple suivant introduit I'idée de la transformationéaliser.

Exemple 7.4.Soit (1 = {pry, pr2, pra} une classe d'objetPart’; = {L11},
une partition de cette classe, telle qug = {pry, prz, pra}. Soit Symb; =
(Dyny,cardy, dp) une partition symbolique dé; telle queDyn, = {Z}, 72} avec
21| = 1et|z2,| = 2. SoitPart’ = {£] 1, L] ,} un raffinement d&Bart'; telle
queLy; = {pri}, L1, ={prz,pra}.

L'idée est de trouver I'ensemble des partitions symbokqeprésentantSymb,,
mais en respectant la nouvelle partition Ioczﬂkatt‘/l. Intuitivement, il faut dis-
tribuer le nombre d’éléments représentés par chaque skasse dynamique de

®yn, sur des sous-classes dynamiques qui respectent les oastidemart[/l.
Puisque 2 représente deux éléments, nous pouvons les choisir : tsudelex

dans£], ou un dans.; , et l'autre dans.; ;. Nous obtenons ainsi deux parti-
tions symboliques.

Nous formalisons cette transformation par la notionadfnement d’une partition
symbolique



128

Définition 7.2 (Raffinement d’une partition symbolique$oientBart' et Part”
deux partitions deC telles quePBart’ est un raffinement dart'. SoitSymb =
{Symb;}i—1..n une partition symbolique de suivantPBart’. Le raffinement de
Symb suivant‘patt" est I'ensemble de toutes les partitions symboliques, noté
Raf(PBart, Part”, Symb), qui vérifient :

VSymb’ € Raf(Part', Part”, Symb),VSymb! € Symb’, 3 surjection Yoyme' =
|_|in:1Ysomb{ oU Ygymp! {1,...,|Symb{.Dyn; |} — {1,...,| Symb;. Dyn; |} telle
que :Vke {1,...,|Symb; . Dyn; |},

— chaque objet d’'une sous-classe dynamique de la partiticitiaie est
représenté par une sous-classe dynamique de la partitiofinés :
Y Symbj.card (k') = Symb; .card (k),
k’ng;mb,(k)
I
— les sous classes dynamiques issues du raffinement d’'useckmse dyna-
mique de la partition initiale ne peuvent étre instanciée® gar des cou-
leurs appartenant a la partie locale de la sous classe dygamiraffinée :
/
U LLSnmbi’.di(k’) S Li symb; . (K)-

1
K&V gt (0

OUL g k) € Part] et L syme a(k) € Parth,

— le raffinement d’'une sous-classe dynamique de la partitidiale ne doit pas
contenir deux sous-classes dynamiques instanciées daméree ensemble
de la partition locale du raffinementvk’ # k” € anlmbi,(k),SUmbi’.di(k’) +

Symb;.d;(kK”).

Exemple 7.5.Reprenons les partitions localeart' et Part", et la partition
symboliqueSymb = {Symb, } de 'exemple précédent.

Le raffinement de de la partition symboligBgemb par rapport amart[', est don-
née parRaf(Part, Part”, Symb) = {Symb, Symb?} tel que :
— Symb! = {Symb1} ou
— Symby.Dyny = {Z}, 22} ;
— Symb7.cardy(1) = 1,Symbi.cardy(2) = 1;
— Symb}.di(1) = 1,Symbi.d1(2) = 2.
— Symb? = {Symb?} ou
— Symb?.Dyny = {24,22,73};
-~ Snmbi .cardy(1) = 1,Symb? .cardy (2) = 1, Symb? .cardy (3) = 1;
— Symb?.d1(1) = 1,Symb? .d1(2) = 2, Symb?.dy(3) = 2.
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Nous pouvons ainsi définir deux surjectidfgmb%(YSnmb%(l) =1, YSl)mb%(z) =
g) etYS'nm,b%(YSnmb%(l) =1, stmb§(2> =2, stmbi(?’) = 2) qui vérifient la défini-
tion précédente.

A présent, il devient facile de dériver les états symboligjssus d’un raffinement
symbolique a partir de I'état symbolique original.

Définition 7.3 (Raffinement d’un état symbolique$oientBart' etmart[/ deux

partitions locales de la famille de classe&stel que mart[' est plus fine que
Part'. Le raffinement de I'état symboliqyg8art!, fig,mp) SuivantPart’” asso-

cie & chaque partition symboliquBmb’ € Raf(Part', Part', Symb) et & chaque
Ysyme'» UN état symboliqu(eﬂ:%ar’c[/,r?fSU b,> tel que :

Yoymo! (Wi 1)

vpe PYZ € Symb) ), (p) (N1, N%_, ") = (p) (M1, N%., 7 )

L'ensemble des état§ symboliques construits est noté
RafSymi{(Part', Mgyms), Part").

Exemple 7.6.Soit C = {1} avec (1 = {pr1, prz, prs} la famille de classes
du CWN. SoitBart = {PBart'y} = {{L11}}, une partition, telle quess; =
{pra, pro, pra}. Part’ = {Pact';} = {{£1, L1, L] 3}} un raffinement dgact'
tel queLs; = {pri}, L1, ={pr2} etL; 3= {prs}.

Soit (Part', Msymp) UN état symbolique tel que :

— Symb = {Symb, }, ou Symb, est décrite par §Z1,| =1,|2%,| =2,

— m=1d1(Z}) + RqZ?) : un processus est au repos alors que les eux autres ont
envoyé une requéte d’acces a la section critique.

Le raffinement symbolique dg8art', fhgms) p.raPact’” est défini par lensemble

RafSymt((‘Batt[ Msymb) » ‘Batt[/) = {(‘Batt[/ rﬁl el (‘Batt[/ rﬁz b1 (‘Batt[/
So ,1)} tel queRaf(Part, Part”, Symb) = {Snmbl} ou S\)mbl {Symb1}

avecSymbi est décrite paanlvl| =1, |Zl,2| =1, |Z; 3] = 1. Nous avons donc,

- M =1dl(Z) +RAZ 4 Z) Ve (D =LYL L(@2)=YE 1(3)=2;

— P =1d1(Z§,) +RqZ}, +235) : Yénmb%(Z)—l,Yéo bl(1) an hl(3) 2;

— P =1dI(Z}5) +RqZ}, +23,) : anmb%(s) =1 anmb%(l) = anmb%(z) =2;
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7.3.2.2 Regroupement symbolique

L'opération de regroupement vise a minimiser la taille dettacture a construire.
En effet, ayant un ensembled’états symboliques de taill&|, I'objectif est de
substituerE par un autre ensemble d'états symboliq&égel queE et E’ re-
présentent le méme ensemble d’'états ordinair¢®’eK |E|. Pour réaliser cette
substitution, nous commencgons par caractériser un ensetigtats symboliques
regroupables.

Définition 7.4 (Ensemble d’états symboliques regroupabl&®)it C une famille
de classes, E {(‘Batt",ﬁ%nmbl), <q3att",m§nmb2) ...} un ensemble fini d’états

symboliques. E est regroupable ssi il existe un état syme{iart', Msymo), tel
que :

RafSymtf (Part', gyms), Part” ) = E.

Autrement dit, un ensemble d’états symboliques ne peutrétn@upable que si
'ensemble des états ordinaires qu’il représente formealeese d’équivalence
par rapport a une relation d’équivalence induite par un-gpaspe de permuta-
tions 7. Ici # est implicitement représenté par la partition locgle:t'.

Il est, bien sdr, inconcevable de tester tous les étatslgesgusqu’a I'obtention
de (Part', Msymp) dont le raffinement donne I'ensemtie Aussi, expliciter tous
les états ordinaires représentés pguuis trouver le sous-groupe de permutations
qui permet de relier les états entre eux, n'est pas une soletivisageable, car
elle est trés colteuse et élimine tout I'intérét de I'appesymbolique.

L'idée que nous proposons ici repose sur I'exploitation ggésentations sym-
boliques des états de. C’est-a-dire que nous allons utiliser ces représentstion
pour chercher et trouver (s'il existe) un étgtact, Msymp) QUi les représente.

L'approche que nous allons développer est incrémentatgebaur la définition
d’'une condition nécessaire, qui va ensuite faciliter ldneeche effective de I'état
représentant.

Ensemble d’états potentiellement regroupable. Le premier point consiste a
définir une condition nécessaire (mais pas suffisante) quigtede diriger la re-
cherche de I'étatPart!, Msymp).

Cette condition est triviale, car elle dicte que les élémeaid E ne peuvent
étre candidats a un regroupement que si pour toute pairatsl'dgtm <



131

U [<‘J3att[/, ﬁf&)mb&], on peut trouver une permutation qui ramema

(‘Butt[/,ﬁfSnmb,>eE

m'. En effet, sans cette contrainte on risque de vouloir rqgggpdeux états qui ne
sont pas “comparables”. Par exempte,= p1(c1) + p2(C2) ne peut étre associé
al'étatmp = py(cy +Cp), alors qu'il peut I'étre avec I'étatg = p1(C2) + p2(cy).

Cette condition est facilement testable en utilisant lessgnoupe relachés (de-
finition 6.19). En fait,Gs regroupe toutes les permutations possibles sur le WN
d’'un CWN. Ainsi, pour vérifier cette condition, il suffit de nifter que :

U [(‘Batt[/, ﬁ‘@omb/ﬂ C Gs.m, oume U [(‘Batt[/, ﬁ‘gnmb,>].

(‘Batt[/ﬁ’{st]mb,}eE <‘l3attl’7ﬁ’{st]mb/>€E

La formulation symbolique de cette condition est donnéelpatéfinition sui-
vante.

Définition 7.5 (Ensemble d’états potentiellement regroupabBs)it C une famille
! ! .
de classes, E= {(Part' ,ménmbl>, (Part! ,rr%nmb2> ...} un ensemble fini d’états
. . ! A ~
symboliques. Soit / U [(Part' G )] € (Part, AR ), une
{(Part! ,r?‘(SUmb,EE)
représentation symbolique de la claggem. On a alors,

E est potentiellement regroupable E C RafSymkj (PBart®, ﬁ%,mbs),‘l?att[/)

L'état symbolique(%attﬁ,ﬁ%nmbs>, appeléétat symbolique relachést calculé

par la fonctionEtatRe| dont la description est la suivante : on choisit un état
symbolique{ﬂ’}att‘/, rﬁSomb,) danskE, on remplace sa partition Iocamart[' par la
partition relachéélart®, puis on ré-indexe ses sous classes dynamiques suivant
cette nouvelle partition. Formellement,

Symb® = {(Symb]. Dyn;, Symb] .card,d’®) | i € {1,...,n}}
avecvk € {1,...,|Symb]. Dyn; |},d3(k) = 1.

Ceci est justifié par le fait que, par définitiofi,€ {1,...,n} |Pact?; | = 1. L'état
symbolique obtenu est ensuite canorfisgour garantir son unicité.

4voir section 6.3.2
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EtatRel(Pact”, g ) :

début

Symb® = {(Symb]. Dyn;, Symb| .card,d’) |i € {1,...,n}}
pour tous lesp € P faire

L pour tous lesZ € Symb®;p, faire

a b~ W N P

| PG (2 = () (G 2 )

7 (Part®, M -) = Canonisatiof(Part®, Mgymps))
g | retourner (Part®, Mg )
9 fin
. . ’ 2 . ~ , PN
Algorithme 3 : Calcul de I'état symbolique relaché ¢art ’W{Snmb’>'

Ainsi, si tous les éléments dE ont (Part®, Mg ..) comme état relache,
alors nous garantissons qie est potentiellement regroupable. Dans ce cas,

A ! A . e 2 .y .
chaque élémentBart' ,rrfSUmb,> de E est identifié par un élément unique dans

Raf(matts,matt[/,ngbs), qui est la partition symbolique associéena Len-
semble des partitions symboliques identifiant les élénamEsest noté Raf.

Il est & noter que siRak = Raf(%attﬁ,mart[/,Snmbﬁ) alors, E =
RafSyth(‘Battﬁ,rﬁg)mbs),mart[) et E peut étre regrouper effact®, Mg, ),
ce qui termine la recherche. Cependant, dans le cas génafd R
Raf(Part®, Part', Shmb?).

Ensemble d’états regroupable. En plus de la condition nécessaire, il faut
maintenant définir les conditions qui assurent I'existeded’état symbolique
(matt[,rhs,,mw, dont le raffinement esE. En d’autres termes, il faut trouver
une partition symboliquetfb telle que tout élément du raffinement symbolique
Raf(PBart’, Part”, Symb) identifie un élément unique d&

Le point clé est qu@i?att[' est nécessairement une partition plus fine faet.

Par conséquenfBact’ est obtenue par le regroupement de certaines parties de
‘Batt[' (on ne regroupe que des parties de la méme classe). Le caslsipiple

est quePart' est obtenue a partir dBatt[', par le regroupement de deux par-
ties L,”j et £,|’7J, (et uniquement celles-ci) : soit une partition symboliquens
associée &art'. Alors, suivant la définition 7.2, le raffinement de la paotit
symbolique §mb par rapport él?att‘/ n'affecte que les sous classes dynamiques
Z% € Symb; . Dyn; telles queL g(q = L ;U LI’J,, sans modifier les autres.
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Soitz? € Symb®;. Dyn;, soit Hmb’ € Raf. SoitX (resp.Y) le nombre d’'éléments
de L,’J (resp.L,’.j,) représentés pa‘Iiq pour $mb’. Puisqu’on veut confondre les
éléments deD,’J et/ i’ Ra = doit contenir toutes les partitions symboliques dans

lesquellesX +Y éléments sont répartis entrg; et L,’.j,.

Pour effectuer un regroupement, on va donc de maniéreit@rassayer de re-
grouper deux a deux les parties locales. La définition stévdonne les condi-
tions pour procéder au regroupement de deux parties locales

Définition 7.6 (Regroupement symboliquepoit C = J;_1 G une famille de
classes, E= {(‘Batt[',r?%ombﬁ,<q3art[',m§0mb2),...} un ensemble fini d’états

symbgliques. E est regroupable par rapport a la partitiorcde Part' =
(Part" \{L]},, £ ;) U{Lis}, telle quesiy = £/ ;U L], si:
1. E est potentiellement regroupable : € RafSymt((%arts,ﬁgnmbs),
Pact'),
2. SoitRafs C Raf(matts,q:;att”,St)mbs) I'ensemble des partitions symbo-
liques identifiant les éléments de E. Alor§ymb?! £ Symb? € Rafz,
(a) Symb?! et Symb? doivent avoir des partitions symboliques identiques
pour toutes les parties dBart" différentes dec/ jetL
Vi, vk € {1,...,|Sombl. Don; [}, VK’ € {1,...,|Symb?. Dyn;} tels
que,
— Symbi.di(K) # j’ ASymbl.di(K) # j”,
— Symbi.di(K) = Symb? .d; (K"),
- YS\jmbil(k/) = YS\jmbiz(kN)'
on a,Symbi .cardk’ = Symb?.card (k).
(b) SoitSymb! une partition symbolique quelconque Red:. Le cardi-

nal de I'ensemble E doit étre égal au nombre de solutions dtesye
d’équations suivant,

(vke {1,...,|Symb®;, . Dyn; |} :
XK+ YK = Symb®; .card (k) — T Symbl.card (k)

keD
avec D= {K ¢ Y;nlmbl(k)| Symbt.di(K) # j’ ASymb.di(K) #£ j”}
XK=z |
ke{17...7\Snmb5i .Dyn |}
Yk = |Li,j"

Lke{L,...,|Symbs; . Dyn; [}
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ouvk, Xke NetYke N,

Exemple 7.7.Soit la famille de classes = {1}, ou (1 = {pr1, pr2, pr3}. Soit

Part' = {Part'y} = {{L11,L12, La3}} et L11 = {pri}, L1 = {pra}, L13 =
{prs}, la partition locale deC.

Soit un ensemble E d'états symboliques tel que :E{(‘Bart‘,rﬁénmb),
(Pact', MG )} ol Symb est définie par 123, | = [ZF,| = |23 5] = 1. Et, fiy =
1d1(Z}) +Rq(Z2+Z3) ; ip = 1d1(Z2) + Rg(Z} + Z3). On veut décider du regrou-
pement de ces deux états symboliques.

Intuitivement, chacun des deux marquages symboliqueggepte exactement un
état ordinaire. A savointy représente m= Idl(pri) + Rq(pr2 + pr3) et re-
présente m= Idl(pr2) + Rq(pr1+ pr3). On constate que nous pouvons permuter
les processes pret prp sur 'un des marquages pour obtenir 'autre. Ceci nous
donne une idée sur I'existence d'un sous-groupe de perimott induisant une
relation d’équivalence entre les deux marquages, et domosibilité d’'une re-
présentation symbolique unique pour les deux.

Appliguons maintenant notre définition pour appuyer cettaition. Les éléments
de E sont potentiellement regroupables car I'état reladsémié aux deux états
symboliques esf3art®, mgombs) tel que :

— Part® = {Part®s } = {{L3,}} avecL], = {pr1, prz, prs},

— Symb® est décrite par {Z1,| =1et|Z2,| =2,

— ms=1dl(Z}) + Rq(Z3).

Il faut maintenant tester les deux états symboliques sdettafement regrou-
pables. Pour cela, on essaye de rassembler les paftigset £, . La condition
(a) ne s’applique gu’a la sous-classe dynamiqlfe@ui n’est instanciée ni dans
Ly1ni Ly 5. Puisque elle a lala méme cardinalité dans les deux étatbslques,
la condition(a) est vérifiée.

Pour verifier la condition(b), prenons comme référence I'état symbolique
(‘Batt[,r’rénmb>. La surjection entre les sous classes dynamiques de cetétat
I'état reléché(marts,n@;mbs> est définie par Ygymp, - {1,...,3} — {1,...,2}

tel que : Ysymp, (1) = 1,Ysymp, (2) = 2, Ysyme,(3) = 2. Le systéeme d’équations
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associé est donné par :

(X14+Y1=Symbs, . cardl(l) S Symb, .carch (k) =1—-0=1.
avec D= {K € Yg S\jmb (1)|(Symby.di(K') # 1A Symby . dl(k’)) # 2}
X?4Y? = Spmb®;. card1(2) S Symby .cardh(K) =2-1=1
avec D= {K € Yg St)mb (2)|(Symb4 .d1(K) # 1/\Snmbl di(k
X4 X2 =|111]=1
YI4Y2=|115=1

) # 2}

Le nombre de solutions de ce systémes espd = 1,Y! = 0,X2=0,Y? = 1)
et (X1 =0,Y1 =1,X?=1,Y?2=0). Ce qui correspond a la cardinalité de I'en-
semble E. La conditiofb) est donc satisfaite.

Si un ensemble d’états est regroupable, alors est possldalduler I'état sym-
bolique qui le représente suivant la définition suivante.

Définition 7.7 (Représentation d’'un ensemble d’états regroupal8e)t C =
Ui—1_n G une famille de classes, € { (Bart", rﬁl ol (Part”, Mg 2)se--un
ensemble fini d’états symboliques regroupable par rappdé paljrtltlon locale
Part! = Part!’ ML o L oy U{ L}, telle quesr = £ U 4 jn. SoitSymb’ une

partition symboligue quelconque &Raf: et <q3att‘/,r‘r(50mb,> € E. L'état symbo-

lique (Part', Msymp) représentant de E est défini par :

— Symb est une partition symbolique dBart' telle que pour tout E {i,...,n}
il existe une surjectio®; : {1,...,|Symb].Dyn; |} — {1,...,|Symb; . Dyn; |}
qui vérifie,

— VK K" € {1,...,|Symb].Dyn; |} tels queSymb; .d; (K') # j’, Symb] .di(K") #
j’,Symb] .di(K) # j”,Symb].di(K”) # j”,ona:
- K#K' = &;(K) £ o (K,
— Symb;.card (K') = Symb; .card(®;(K)).
— VK, K" €{1,...,|Symb{. Dyn; |} tels queSymb; .di(K') = j’, Symb] .d; (k") =
j”ona:
- YSnmb{(k/) = YS\jmbi’(k//) = i (K) = ®i(K'),
— Symb; .card (d;(K')) =
Symb; .card(t).
te{ L, Somby. Do [}Yg, oy () =Yy mpr (K)

— m est une fonction qui associe a chaque place P un multi-ensemble de

Symby ) et verifiant :

VP € P.YZ € Sombl ), (p) (Mg M5, 2" V) =il (p) (Mg, 2" )
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Exemple 7.8.L’état symbolique représentant de 'ensemble E de I'exemppé-
cédent estPart', Mgymp) tel que :

— Part' = {Party} = {{La1, L12}}, 00 L11 = {p1, P2} €t L12 = {ps},

— Symb est définie par |Z,| = [Z,| = |23, = 1,

— m est défini par m= Idl(Z}) + RqZZ + Z3).

Algorithme général du regroupement symbolique. Lalgorithme 4 montre le
processus complet du processus de regroupement, appliquérgssemble quel-
conque d’états symboliques. Par souci de |égereté, cetithigpe est présenté
pour le cas d’'une famille de class€gelle que|C| = 1. Par conséquent, la par-
tition localePart' de C est constituée des parties d’'une seule classe. Ainsi, une
partie £; j est simplement notég;. La généralisation au cas de plusieurs classes
de couleurs ne pose aucun probleme théorique.

La fonctionConditionyec partitionne I'ensemble des états symbolig8etde ma-
niére a assurer que les éléments de chaque partition satiafoondition néces-
saire (point 1) de la définition 7.6 : tous les états symbe@lsqde chaque partition
doivent avoir le méme état relaché.

La fonctionCondition, partitionne 'ensembl8et(en entrée) de maniére a assurer
que les éléments de chaque partition satisfont la conditipde la définition 7.6.
La fonctionCondition, vérifie la satisfaction de la condition (b) par 'ensemble
Set(en entrée). La fonctiomdexSuivantherche la prochaine partition locafe
atester.

Main constitue le coeur de I'algorithme de regroupement, ellensente par par-
titionner 'ensemble des états symbolig8et par rapport a la condition néces-
saire (ligne 31). Chaque partition est ensuite découpée gatdisfaire la condi-
tion (a) (ligne 36). Pour chacune d’elles nous testons la cond{tiynPour cela
nous avons besoin de deux structuBgset NGp. Si la condition(b) est vérifiée
(lignes 37-41) alors, nous calculons I'état symboliquedspntant (suivant la dé-
finition 7.7) et nous ajoutons le résultat d&®p, sinon nous stockons I'ensemble
des états non regroupables (suivant les partitions d@sdig j')) dansNGp. Les
éléments appartenanGgp sont remis sans la pitedq, s’il reste une possibilité de
regroupement par rapport a une nouvelle partition (ligr2e44). Nous effectuons
la méme opération pour les éléments appartenaiEa (lignes 48-53).
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Données.
I.ni_tiaISet: {(‘Batt-[, rhéombﬁ, (‘Batt[,mgnmbz), ...} un ensemble
fini d’états symboliques
todo : pile de<q3att" : une partition localgj € N, j’ € N,E :
ensemble d’états symboliques

1 ConditionedSe) :

2 début

[* Calculer PNes une partition de Settq. :
- VE € PNesVe+# € € E :EtatRele;) = EtatReley)
- VE,E' € PNesVec E,ve ¢ E' :EtatRele;) # EtatSynfey)

*/
3 retourner PNes
4 fin
s Conditiory(Part', j, j’,Sed :
6 début
[* Calculer PCond, une partition de Settq :
- VE e PCond,Ve#€ cE : e et ¢ satisfont la condition (a)
(déf. 7.6) pr.a Lj et Ly de Part'
- VE,E' € PCong,Vec E,vV€ c E' : e et €' ne satisfont pas la
condition (a) (déf. 7.6) p.r.a Lj et Ly de Part',
*/
7 retourner PCondg,

g fin

o Condition,(Part', j, j’,Sed :
10 début

11
12
13
14

15 fin

si Set satisfait la conditiob) de la déf. 7.6 p.r.aj, L deBart" alors
| retourner Vrai

sinon
| retourner Faux

16 IndexSuivantBact', j, ') :
17 début

18
19
20
21
22

23
24

25 fin

si j' = |Part'| alors
si j/ = |Part'| — Lalors
| retourner (—1,-1)
sinon
| retourner (j+1,j+2)

sinon
| retourner (j,j’ +1)
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26 Main() :

27 début

28 Res=0

29 PNes= Conditioned(Initial Set)

30 pour tous lesk € PNesfaire

31 todo push{Part', 1,2 E))

32 tant que -todaempty) faire

33 (Bart”, j, j’,E’) =todapop()

a4 PCond, = Conditiony(Part’, j, j’,E')

35 Gp=NGp=0

36 pour tous les” € PCondg, faire

37 si Condition,(Bart", j, j’,E”) alors
[* Calcul de la représentation symbolique de
E” suivant la déf. 7.7 ¥/

38 (‘Batt[”, ﬁ“gnmb,,> =CalRe pSymClﬁBatt[/, i i’ E")

39 G P= GpU {<q3att[//7 ﬁgnmb”>}

40 sinon

41 L NGp=NGpUE"

42 si Gp+# 0 alors

43 (s,§) = IndexSuivantPact’”, j, j' — 1)

44 si(s,§) = (—1,—1) alors

45 | Res=ResJGp

46 sinon

a7 | todo push(Part"” s,s,Gp))

48 si NGp# 0 alors

49 (s,8) = IndexSuivartPart’, j, )

50 si(s,§) = (—1,—1) alors

51 | Res=ResJNGp

52 sinon

53 L toda push (Part’,s,s,NGp))

54 retourner Res

55 fin
Algorithme 4 : Algorithme du regroupement symbolique :RegSyB¢s).
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7.3.2.3 Inclusion symbolique

Nos états symboliques représentent des ensembles d’édatsices et nos ap-
proches génériques tirent profit des inclusions qui existetre les ensembles
d’états, il est donc nécessaire de définir une opératiocld$ion qui peut étre ef-
fectuée au niveau symbolique, c’est-a-dire, entre le®sgmtations symboliques
des ensembles d’états.

Soient deux états symboliquéBart', Mgymp) €t <q3att[’,r‘r(50mb,>. Pour pouvoir
tester l'inclusion entre ces deux états symboliques, i fiapérativement les ré-
écrire sousles formes comparablddne solution évidente serait d’expliciter I'en-
semble des états ordinaires, représentés par chacun dewestdts symboliques,
puis d’effectuer un test d’inclusion standard entre endesakCependant, cette so-
lution annule tout l'intérét de I'approche symbolique.

La solution que nous proposons repose sur I'exploitadessymétries communes
entre les états symboliques. En effet, en réécrivant deaiz eymboliques sur la
base de leurs symétries communes, il devient posdibteformiserles représen-
tations au niveau symbolique. Dans ce cas, le test d’'irmiusymbolique revient
a un test d’inclusion standard entre ensembles.

Les permutations communes entre deux sous-gro#pes#’ sont obtenues par
le sous-grouped N #H'. Sachant que dans notre approche les sous-groupes sont

. .. p p . !/

implicitement représentés par des partitions localhs;t' et Part", alors nous
- P . /

pouvons représenter les symétries communes par la pafitet' N Part”.

Ainsi, I'uniformisation de la représentation des deux £&tmboliques s’effec-
tue par un raffinement

. ~ ! A s /
symbolique de{Bart', Mgymp) €t (Part' Mg, ) Par rapport #Wart' N Part",
On obtient les deux ensembles RafSyiart',Mgymp), Part' NPart') et

! A /

RafSymiq (Part", LA Part' N Part").
Définition 7.8 (Inclusion symbolique)Un état symboliquéBart', Mgymp) est dit
. , . ! A .
inclus dans un état symboliquggart' ’W{Snmb’> SSi :

RafSymlf (Part', Msymb) Part' N ‘,]3att[/) C RafSymlg <‘,]3att[/, ﬁ‘gnmb/) ,Part' N ‘,]3att[/)

Exemple 7.9. Soit ¢; = {pry, pr2, pra} une classe d'objet. SoiefBart' =

{Pact')} = {{£11}} avec L11 = {pr1,prz, pra} et Part’ = {Part'y} =
{{£11, L1} avecLy ; = {pri} et L; , = {prz, prs}, deux partitions locales de
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C.

Soit (Part', Mgymp) UN état symbolique avec :
— Symb = {Symb, } définie par :|Z},| = 1,Z%,| = 2,
— m=1dl(zZ}) + RqZ3).

Soit(%art[/, r?fSUmb,) un deuxieme état symbolique avec :
— Symb’ = {Symb} définie par|Z{,| = 1,12f,| = 2,
— M =1d1(Z}) + Rq(Z3).

Pour savoir si(matt[',ﬁYSUmb,) est inclus dangPart', Mgymp), il faut d’abord
calculer les symétries commune@act'“=Pact' NPart” = {{Lf, LE,}} telle
que :Lf}l ={p1} eth’2 = {p2, p3}. On remarque ici que les partitionBart'® et
Part” sont identique.

Nous calculons ensuite les ensemblEafSymt((*Bart[,rhs,,mb>,q3att‘0) et
RafSymhi(‘Bart",ﬁfSnmb,>,q3att‘°). PuisquePBart’® = Part”, alors le raffine-

ment de(%art[/,ﬁfSUmb,) est lui-méme eRafSymlf(Part', Mgymp), Part'") =

C A C A
{<q3att[ ’mét)mbl>’ <q3att[ ’ménmb2>} :
— Symb* est définie par {1 | = 1,|Z%,| = 2; ' = 1dI(Z}) + Rq(Z3) .
— Symb? est définie par iz},| = |22, = |Z3,| = 1; i = 1dI(Z) + Rq(Z} +
Z3);
Nous remarquons qué%attlc,ménmbﬁ = <f}3att[/,r?fSUmb,). Par conséquent,
! A C A~ C
RafSymig (Part' ,n‘gnmb,>,q3att[ ) C RafSymig(PBart', Mgymp) Part™).

7.3.2.4 Décomposition symbolique

La décomposition d’'un état symbolique est la version syigbel de I'opé-
ration Decomp introduite par la proposition 5.3. Soiqmatt[,rﬁsnmb> et

(Part”, g, ) dEUX états symboliques tels q(@Bart”, Mg, ) €St inclus dans

(Part', Msyme) . La décomposition symbolique est une opération qui rendfié-d
rence entre ces deux états.

Comme dans le cas de I'inclusion, pour effectuer cette djpp@raymboliquement,
il faut uniformiser les représentations des deux états a&lrake des symétries
communes. Ceci est réalisé par le raffinement symboliquegpgort a la parti-
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. / . 7 . -re 2 PR L
tion Part' NPart", ensuite une opération de différence standard est réaigée
les ensembles résultants.

Définition 7.9  (Décomposition  symbolique) Soient (Part', Mgymp)

et <ﬂ3atf[/,ﬁf50mb/> deux états symboliques tels que le deuxieme est inclus dans

le premier. La décomposition symbolique «matt‘,fnsnmb) par rapport a
[/ ~ P y .
(Part ,rTfSnmb,) est définie par I'ensemble :

RafSymlf (Part', Msymb) » Part' N ‘Batt[/) \ RafSymbj‘Batt[/, r?’(SUmb/, Part' N ‘Batt[/) .

Exemple 7.10.Reprenons I'exemple précédent. Aprés I'étape de raffinemen

- IC =1 o [/ A Iy
nous avons trouvé quBart ’mSUmbl> = (Part ’msomb’>' Donc, la difference

, . ~ ! A P
entre les deux états symboliqu&3art’, Msymp) et (Part! ,rrfSUmb,) est représen-

tée par I'état symboliquéBart', mgnmrﬂ)'

7.3.3 Franchissement symbolique synchronisé dans les CWN

Nous définissons maintenant une regle de franchissemeriiadigme pour les
CWN, qui permet un calcul automatique des successeurs dairsgmbolique
<ﬁ]3att[,ﬁ‘lsnmb,|> 5. Ce franchissement symbolique est basé sur la régle de fran-
chissement symbolique des WN, augmentée par la synchtiomsaec une tran-
sition de I'automate de controle.

Afin de préserver I'intérét de I'approche symbolique, ladyonisation avec les
transitions de l'automate de contr6le doit s’opérer auaniveymbolique, c’'est a
dire, en utilisant les instances de franchissement sympbeku lieu des instances
ordinaires. Pour réaliser cesgnchronisation symboliquaous définissons, pour
chaque transitions_Y.,|’ de 'automate, un sous-groupe de permutatidfsur
'ensemble des événements qui laigs@variant. Ce sous-groupe est implicite-
ment représenté par upeartition admissible associéeya

Définition 7.10 (Partition admissible associég)a Soit C une famille de classes,
Part' une partition locale de” ety C ‘£ un ensemble d'instances de franchisse-
mentsQPart’ est une partition admissible poyrssi :

VteT,VEe ‘Batt[J(t),VCl, €€ (t,c) eye (t,co) €Y.

SDans cette partie, nous ignorons I'étedu 7 GBA considéré car il n'a pas d'influence.
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On note Adrfy) I'ensemble des partitions admissiblesydet on appelle partition
admissible maximale, la partitiofgartY € Admy) qui vérifie :

Vte T,VE, 6 e martf]’(t),VCl € E,Ver € &, (t,01) €y (1,¢0) €.
L'écriture symbolique dg par rapport 3art' € Adm(y) est(Part',§) tel que :

(Part',§) = {(t,0) [t € T A &€ Part'yy) Adce €, (t,0) €y}

Dans le cas de I'utilisation de la partition maximai@grtY alors (Part?,y) est
simplement not§.

Exemple 7.11.Soit ¢ = {1} une famille de classe €Bart' = {Part';} =
{{£11}} avecLy 1 = {pr1, pra, pra}.

Considérons la transitioflo, ts[x < Y|, lo) de I'automate de contrdle de la Fig.7.1.

Dans ce casy = {(tg, (pr1, pr2)), (ts, (pra2, pra)), (ts, (pr1, prs)) }. Suivant la dé-
finition 7.10, 'ensemble Adfy) est réduit a une unique partitiof3art’ =

{Bart'y} = {{L11, L12, L13}} avecLy 1 = {pr1}, L12 = {pr2} et L1 3= {prs},
et doncParty = Part'.

Le raffinement d3art' par rapport aPart', est donné par Part'NPart', =
Part',. L'écriture symbolique dey par rapport a PBart', est doncy =
{(ts, (L1,1, L1,2)), (t6,(L2,1,£1,3)), (t6, (L1,2, L2.3)) }-

Définition 7.11 (Regle de franchissement symbolique par synchronisation)
Soient N, un CWN, t une transition de N ét,y,|’) une transition de4.. Soit
(Part", Msymp, |) un état symbolique tel quBart' € Adny(y). L'instance de tran-
sition symboliquet, [A, 1)) est franchissable a partir de I'étafBart’, Mgymp., |),

notée(Part', Mgymp, 1 [[(t, [, W))), ssi:
- <q3att[7 mSt)mb) H(L [}\7 U])>> et
- El(t76) S <q3att[79> tel CIUGVi, k: [’LSl)mbi.di()\i(k)) = 6:(

L’état symbolique obtenu par ce franchissement (&ct', i,

Snmb”|/> tel que,
<q3att[7 rr%l)mb/> = <q3att[7 mS\jmb> H(t7 [)\7 “])>>

Cas général. On est souvent amené a calculer les franchissements syichro
sés d'un étatPart', Mgymp, |) par rapport a une transitidn’> | tel quesBart' ¢
Adm(y). On doit alors effectuer un raffinement de I'état symbolipaerapport a
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Bart’ pour nous ramener au cas exigé par la définition.

Les successeurs symboliques valideqfnett‘,rﬁsnmb,l) par rapport a la transi-

tion | % 1’ seront donc définis par I'ensemble des successeurs a padiragjue
élément de RafSyn{fBact’, Mgymp), Part' NPartY) : seules les instances de
franchissement symbolique appartena(iBact' NPart’, ) seront acceptées. Ces
différentes étapes sont illustrées dans la Fig. 7.3.

{{(Part' N PartY, ), -+, (Part' N Part?, My,
(1) Raffinement et calcul
des instances symboliques
(t1,61) (t,C) (44,6 (t, G
{{(Part' N PartY, fy), -+, (Part' N Part?, My, (2) Extraction des instances

symboligues valides

tl’cl//\\k’ck o // \\kdk par rapport &at et

(Part' N Part¥,§)

(t2,62) (tk—1,Ck—1) (t5,8) \ (tg_q,60—1

{{(Part' N PartY, ), -, (Part' N Part?, My,
(3) Calcul des successeurs valides (tk—1,Ck— 1)('[270’2 (1,601
par rapport aux instances acceptéesg, ¢,)
(Part' NPartY, M_1)/ (Part'NParty, /i, ;)
(Part' N Part), My (Part' N Part, /i)
FIG. 7.3 — Franchissement symbolique synchronisé.

Exemple 7.12.Soit I'état symboliquéPBart’, Mgymp, ) oU

— Part' = {Part'y} = {{L1,1}} avecLys = {pry, prz, pra},
— Symb{Symb,} est défini par 121 ,| = 2,|2% | = 1,

=Wt(z}) +SI(Z?).
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Le raffinement déart', Msymp) Par rapport éli]3atty de I'exemple précédent,
produit les trois états symboliqueRafSymh(Part', Mgymes), Part' N PartY) =
{{(Part' N PartY, méomb,> (Part' N PartY, méj o) <q3att[ﬂ‘}3atty mgn o)) tel
que:

— Part' N PartY = PartY,

— Symb’ = {Symb]} définie par :|Z1 | = |2Z,| = 234 = 1,

—- M= Wt(21+21>+5|(2i)
—- AP = Wt(Zl-i—Z% ) +SI(Z%),
— A =Wt(ZZ+2Z3) + SI( zl)

Les instances symboliques associéégart' NPartY, ﬁ%nmb,) sont(ts, (23,2}))
et(ts, (23,22)). Vis-a-vis de/Part’, ), aucune de ces deux instances n’est accep-
tée :

— pour € = (t,(Z3,Z1)), nous avons = (te, (L1 symp, .dy(3)» L1,.5m} c(1))) =
(e, (L1,3, L1,1)) & (Part),§),

— pour & = (te, (Z3,22)), nous avons = (t6, (L1,5pmbf .dy(3) L1,8mbf .y (2))) =
(e, (L1.3, L1.2)) & (Part), ).

Pour (Part' NPartY, r?%nmb,>, les instances sonfts, (Z2,21)) et (t6,(Z2,23)).

Seule deuxiéme instance est acceptée/fiartY, ).

Enfin, I'état symbolique (Part' N PartY, rﬁgnmb,) } produit
les instancests, (Z1,Z3)) et (te, (Z},Z2)). Dans ce cas, les deux instances sont
acceptées pafBart’,y) :
— pour € = (t6,(Z1,23))), nous avong = (t6, (L1 syme! a1 (1)) L1.symb) cu(3)) =
(t6, (L1,1, L13)) € (Part,§),
— pour € = (t6, (Z1,23)), nous avons = (te, (L1 gymp, .dy(1): L18ymb}.ca(2)) =
(te, (L171,L172)) € <q3atty, V).

Les états symboliques valides sont calculés par rapporiratances acceptees,
nous obtenons alors :

— (Part' NPartY, ﬁ%nmb,)(te @z (Part' N PartY, m%l)mb’> ;
— (Part' NPartY, ﬁ]énmb,)(te @z (Part' N PartY, m%l)mb’> ;
— (Part' NPart!, mg ) (e (.2 (Part' N PartY, ménmb,
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7.3.4 Spécification des propriétés atomiques pour les CWN

Dans les CWN, l'information minimale que nous pouvons awdrd’un état du
systéme est du typela couleur ¢ marque la place p par une multiplicite.
Puisque les domaines des classes du CWN sont finis, alosetidre construit
autour de cette information, pour toutes les places et $dete couleurs, forme
I'ensemble des propositions atomique®.

Cependant, exprimer des propriétés temporelles sur ladasensembleqaP
s’avere une opération tres fastidieuse, car on doit gérapmbre considérable de
propositions atomiques, méme quand il s’agit d’exprimer clantraintes simples
sur le marquage des places.

Pour palier a ce probléeme, nous proposons un langage ddispian des pro-
positions atomiques, exprimées sous forme de contraintdesmarquages (des
multi-ensembles de couleurs). Chaque contrainte peuwv@ge&omme une écri-
ture abrégée d’'une conjonction de propositions atomigaes® que nous appe-
lonscontraintes atomiques

Pour exprimer ces contraintes, nous avons besoin de séleeti certaines ins-
tances d’une classe a l'intérieur des domaines de coulegrpldces.

Exemple 7.13.Considérons deux placeg pt p> avec le méme domaine de cou-
leur 1 x C1. Nous voulons comparer le marquage devjs-a-vis de la premiere
occurrence de, avec le marquage depis-a-vis de la deuxieéme occurrence de
(1. Par exemple, dans le marquage=ap;((c1,Cz)) + p2({(c2,€1)), hous devons
comparer p((c1,—)) avec p({(—,c1)), i.e., on ignorant la deuxiéme occurrence
de (: dans p et la premiére occurrence dg dans p.

Soit une placg de domaine non neutréd(p) = Mi¢ Cia, e > 0. Dans ce qui suit,
nous définissons une opération de séleatiaqui permet de choisir un ensemble
d’occurrences d€&; dansCd(p), autant de fois que; apparait dan€d(p).

Définition 7.12 (Sélection et restriction dans un domain8pit p une place et
Cd(p) = Mia1 G, & > 0 son domaine.

— Une sélection dans Gg@) est une fonctiow : 1 — 2N, vérifiant :
Sig=0alorso(i) =0sinon(o(i)=0o0uo(i) C{1,...,a}).
On note par SICd(p)) I'ensemble des sélections dans(@il
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- La restriction de Cdp) par rapportac € SI(Cd(p)) est définie par: C@p) /o =
Mici C ou g = [a(i)|. Sivi,o(i) = 0alors Cd(p) ,; = {€} (le domaine neutre).

— La restriction d'une couleur & Cd(p) par rapport ac € SI(Cd(p)), notée
C/q, €st définie par (I} lI'I ' 1¢) )6 =M1 Mjegqi)cl. Sivi,o(i) = 0 alors
(e 1I‘IJ 1C; )/0 = ¢ (la couleur neutre).

Exemple 7.14.Dans I'exemple précédent, nous avons @id = Cd(pz) = Clz.
L'ensemble SICd(p1)) (Resp. SICd(p2)) contient quatre selections :
— 0%(1) = 0: aucune occurrence d€; n’est choisie ,
— 0%(1) = {1} : pour choisir la premiére occurrence da,
— 03(1) = {2} : pour choisir la deuxiéme occurrence d,
— 0*(1) = {1,2} : pour choisir la les deux occurrences dg.

La restriction de Cdp;) par rapport ac* est : Cd P1) /61 = C1. Celle de Cdpy)
par rapport 402 : Cd(pz) /g2 = Ci.

La restriction de la couleukcy,c;) par rapport ac?t est(C1,C2) ;g1 = (C1). Par
rapport a0?, (C1,Cz) g2 = (C2).

Grace a la définition précédente, nous pouvons maintenamietda syntaxe et
la sémantique du langage que nous proposons pour I'expnedses contraintes
atomiques sur un CWN.

Définition 7.13(Contraintes atomiques sur un CWNJoit p p’ deux places d’'un
CWN. Une contrainte atomique est une expression qui pelr i@goformes sui-
vantes :

—& = <p,0—70p7m|>,

— &2=(p,0,0p,p,0).

ou,

— 0pe {<7§7>727:}’

— mle Bag(Cd( )/ )

— 0 € SI(Cd(p)),0" € SICd(p')) et Cd(p) ;o =Cd(p) /o

La sémantique de ces propositions est la suivante :

€1 : on prévoit que le marquage de p relativement a la séleatisnit comparable
au multi-ensemble ml, suivant 'opérateur op.

€2 : on prévoit que le marquage de p relativement a la séleatisnit comparable
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au marquage de’pelativement a la sélectiot’, suivant I'opérateur op.

Exemple 7.15.Considérons le CWN de la Fig. 7.1. Nous voulons identifier les
états tels que la place Rq, dont le domaine @stsoit marquée uniquement par
p2. Ceci peut étre exprimé par la contrainte atomigue (Rqg o,=, ml) telle que
0(1) = {1} et ml= (pp). La valeur dec(1) détermine I'occurrence d€; dans
Cd(Rq) a laquelle on s’intéresse. Ici, Il N’y en a qu’une.

Définition 7.14 (Satisfaction d’'une contrainte atomique dans un étatient
€1 = (p,op,ml,0), €2 = (p,op,p’,0,0’) des contraintes atomiques. On définit
la satisfaction de&1, €, sur un état(m,l) par les regles suivantes :

1 (m1) = &1« Ve € Cd(p) /o: Zeecd(p).c y=c M(P)(C) 0P MI(c).
2. (m]) =&« Vece Cd(p) g,
S cecd(p).¢)y—c MP)(C) OP Teecd(p).¢,,—c MP)(C).

) /0'/

La satisfaction que nous venons de définir suppose une egpadion explicite
des états du systéme, or notre approche est basée sur ugserdgption symbo-
lique des classes d’états. Par conséquent, et pour bénégdiapport du codage
symbolique, il faut exprimer cette satisfaction en utitisles représentations sym-
boliques.

En fait, seule la contrainte atomiqupe, o, op, ml) nécessite un traitement spécial,
car dans le cas géneral est un multi-ensemble s¢€d(p) ), faisant intervenir
les couleurs pour I'expression de la contrainte. Or, danmarguage symbolique
les couleurs sont substituées par des sous-classes dyremne& nous devons
donc trouver une expression symbolique par

La contrainte atomiquép, o,0p, p’,d’) ne faisant pas explicitement référence aux
couleurs, ne nécessite pas de changement de représeritdtiohjuste définir la
maniere de la satisfaire sur un état symbolique.

Définition 7.15 (Partition admissible sur un multi-ensembl&pit C une famille
de classesPart' une partition locale deC et ¢ un domaine de couleurs. Soit
ml € Bag((3) un multi-ensemble suf. Part' est une partition admissible pour
ml ssi :

VE € Part'y, Ve, ¢ € & ml(cy) = mi(cy).

On note Adrtml) I'ensemble des partitions admissibles de ml, et on appelte p
tition admissible maximale, la partitiofart™ e Adm(ml) qui vérifie :
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V&1, & € Part]" Ve € &, Ve € &, mi(cy) # mi(cy).

L’écriture symbolique de ml par rapport @art' € Admml) est(%art[,rﬁl) tel
que : i
(Part', ml) = > mi(c).& ouced.
ée‘ﬁutt[\]

Si la partition considérée est la partition maximale, aIQfBart[,rﬁD sera sim-
plement notéenl.

Exemple 7.16.Soitml€ Bag((1) un multi-ensemble tel que m (pr2). En ap-
pliquant la définition 7.15, les partitions admissibles Adm) de ml sont

— Part' = {L11, L12, L1 3} tel queLy 1 = {pr1}, L12 = {pr2}, L13 = {prs}.

— Part” = {£] 1, L1 ,} tel queL] ; = {pr, pra} et L], = {pra}.

Dans ce cas, la partition symbolique maximale de mijast™ = ‘Batt[’. L’écrite
symbolique de ml par rapport@art” est(Pact’, ml) = (£1,).

Pour vérifier symboliquement une contrainte atomique, rmy®ns étendre les
notions de sélection et de restriction, proposées dandilata 7.12, aux par-
titions locales de domaine de couleurs, aux partitions sjigqe de domaines
de couleurs, aux n-uplets de parties, et aux n-uplets dedasses dynamiques.
En fait, ceci est trivialement réalisé en substituant, dardefinition 7.12,le do-
maine de la place (Cd(p)) par sa partition Iocalq3att[3(p) (Resp. symbolique
Shmbj (), et la couleuc € Cd(p) par un n-uplets de partiese~‘}3att‘3(p) (Resp.
un n-uplets de sous-classes dynamigries Symb;,). Nous garderons le reste
des notations inchangées.

Ainsi, la satisfaction d’'une contrainte sur un état symipodi peut étre définie da
la maniére suivante.

Définition 7.16 (Satisfaction d’une contrainte sur un état symboligqu&)ient
€1 = (p,0,0p,ml), €2 = (p,0,0p, p’,0’) des contraintes atomiques. Soit un état
symbolique(Bart', M I,q), tel quePart' € Adm(ml). On définit la satisfaction
symbolique dey, €, par (Part',m,1,q), par les régles suivantes :

L (Part, Mgy, |,0) £ &1 & V& € Partyy e V(MINGZM)) €

Somb(p)/o t-0- NN Li symey aiwii,j)) = €

M(p)(Z') op (Part', mi) ().

Z’ESl)mew)/o,Z;o:Z
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2. (Part', Mgyme, |, 0) |= €2 & VZ € Symby (g /o,

M(p)(Z) op > (p’>(Z’)-

Z’eSnme(p)/mz;G:Z Z’eSnme<p/) ol Z

Cas général. Nous sommes souvent amenés a tester la satisfaction paatun ét
symbolique(PBart', Mgyme, |, q), d’une contrainte atomiqug, o, op, ml) telle que
Part' ¢ Adm(ml). Dans ce cas, la condition d’application de la définition67.1
n’'est plus satisfaite et donc, il n’est plus possible deetekt satisfaction de
(p,0,0p,ml) directement su¢PBart, Mgymp, |, ).

Cependant, il est toujours possible de retrouver la carditexigée en
opérant un raffinement symbolique sur I’éta(mart[,r?g,,mb) par rap-
port a la partition Part™ : RafSymif(Part', Mgymp), Part' NPart™) =
{(Part' N Part™, Tl e+ - DanNs ce cas(Pact' N Part™) € Adm(ml) et la
satisfaction par Ietat symbolique original est ramenéa adtisfaction symbo-

lique par chaque état de son raffinement.

Exemple 7.17.Soit un état symboliqugBart', Mgymp) OU :

— Part' = {Part' } = {{L11}} avecLy = {pry, pr2, pra},

— Symb = {Symb, } est définie par {Z],| = |25 4| = |Z3,| = 1,
- m=1d(Z}) +RyZ3) + SI(Z3).

Soit la contrainte atomique = (Rg g,=, ml) telle queo(1) = {1} et ml= (py).
La partition symbolique maximale associée a mfgstt,, = {Lil, L ,} tel que
Ly, ={pr1,prs} et Ly , = {prz} (voir exemple précédent).

Puisque les deux partitions ne sont pas identiques, alotg périfier la sa-
tisfaction dee par <‘q3att‘,rhs,,mb>, il faut procéder d’'abord au raffinement
de Part' par rapport & Part™ et nous obtenonsPart' NPart™ = Part™.
Par conséquent, I'écriture symbolique de ml par rapporgart' N Part™ est

(Part' N Party, ml) = (L] ,).

Le raffinement déBart', Msymp) par rapport aPart' NPart,, produit les trois
états symboliques  RafSymH(PBact!, rﬁsnmw Pact! N Part™) =
{(‘Batt[ﬁ‘pattml,rﬁl o) (Part' N Part™, mé ), (Part' N Part™ mgnmb,>}
tel que :

— Symb’ = {Symb] } définie par :|Zt,| = |ZZ,| = |Z3 ol =1,

- mt=1d(Z}) + RqZ}) + SI(Z}),
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- % =1d(Z}) + RdZ}) +SIZ)).
— 8 =1d(Z}) +RqZ}) +SI(Z).

A présent, il est possible de vérifier la satisfaction sdeymboliquement sur
chaque état d&RafSymlf(Part', Mgymp), Part' NPart™). On note que le seul
état symbolique qui vérifie est <q3att[mq3attm',rﬁ§mb,> car la place Rq est
marquée par la seule sous classe dynamiqueltmt la partie associée esﬁiz

(Symb’.d;(2) = 2), et ceci correspond &Bart' N Part™, ml).

7.3.5 Algorithmes de construction du produit synchronisé
symbolique

En se basant sur les définitions précédentes, nous pouvaentenznt donner un
algorithme général pour la construction de SSP. Deux casagmévoir : le cas de
la vérification d’'une propriété temporelle et le cas de lafio@tion de la propriété
d’accessibilite.

7.3.5.1 Cas d’'une propriété temporelle

La construction du produit synchronise symbolique esigée la volée sous le
contréle d’'un algorithme de test de vacuité (en 'occuregeelui développé dans
la section 5.3). Dans ce cas, il suffit de définir une procédureonstruit,a la
demandeles successeurs symboliques d’un état état symbolique.

Dans cette procéduréBart, Msyme, |, 0) est I'état symbolique dont l'algorithme

de test de vacuité veut connaitre les successeurs, visdeVa transitiom) =5, of
du7 G‘BA considéré, et respectant la transitiod-|’ de 'automate de contréle.

D’abord, les symétries communes sont calculées. Ceci alsségar un raffine-
ment des différentes partitiongart’® = Part' N Part N Part® (ligne 4). Ici, P
est une conjonction de contraintes atomiqueBett” est calculée par l'intersec-
tion de toutes les partitions admissibles maximales de@@saintes.

Pour chaque état symbolique issu du raffinement symboliquafSyRb
((Part', Msyme, |, q), Part™), nous testons la satisfaction symbolique des diffé-
rentes contraintes atomiques de I'ensenfib& nous calculons les instances sym-
boliques franchissables a partir de cet état, en respdetaynchronisation par
rapport a 'automate de contréle (ligne 6). Les successamsensuite construits

et rajoutés a I'ensembfucc(lignes 7 et 8). Une fois tous les successeurs connus,
nous proceédons au regroupement symbolique, afin de réduiepiésentation de
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I'ensembleSucc(ligne 9).

I* (Part', Mgyme,|,0) : un état symbolique ¥
¥ 1,1’ : une transition de cAa ¥
r gPhq : une transition du TGBA */
SuccesseursSymboliq(eBart', Msymp, |, ), | NG qiq’) :
début

Succ=10

Part'® = Part' N PartY N Part”

pour tous les

(Part® me SUmbc,l,q> € RafSymt (Part', Mgymp, |, q), Rart'®) faire
6 si (Part'®, ML e l,0) =€ VEEPA

3(t,8), (Paet™, 1, o)[[(8,€))), alors

7 L ‘Batt[c 'Tgnmb’ = (Part'’, mgnmbc [(,©)))

o Succ= Suca { (Part'®, iy ymeo |00}

a b~ W N P

9 retourner RegSymHKSucg
10 fin
Algorithme 5 : Calcul des successeurs symboliques dans SSP.

7.3.5.2 Cas de la propriété d’accessibilité

Si I'on s’intéresse uniquement a la propriété d’accesstbalors I'utilisation
de l'algorithme 6 est plus efficace, car il n'est plus conéepar la recherche
de cycles (donc pas de décomposition). Nous appellerortsuietisre construite
SSRce

Dans cet algorithme, une attention particuliere est do@néeprocédure d’ajout
d’un état symbolique dans la liste des états a traiter : ursgtabolique représen-
tant un grand nombre d’états ordinaires et ne permettaningudmbre restreint
de franchissements asymétriques est plus prioritaireegiautres.

7.3.5.3 Optimisation de la recherche des états

Chercher si un état est inclus ou inclut un autre état est pgeation co(teuse,
qui agit sur les performances du processus de vérificatiopdiht de vue temps
de calcul). Par conséquent, il faut trouver une organisal&s états, qui permet
d’accélérer cette opération : une organisation accepéablgonc celle qui permet
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/*
/*
/*

N = (P,T,C,Cd,PrePostInh,@ ) : un WN symétrique */
4. = (L,lo,’E,R) : un automate de contrble */
(Part'o, MG :lo) 1 un état symbolique initial ¥

1 ConstructionSSR() :
début

o a0 A WN

~

10

11

12

13

14
15
16

17

18

19

20

21
22

fin

SSRccAjouterNoeud (Bart'y, rﬁgnmb, lo))
ATraiter.Inserer(Bact'o, M . lo))

tant que ATraiter ~ 0 faire
(Part', Msymp, | ) =ATraiter.Retirer()

pour tous les(I’,y) t.q. I-51" € R faire
Succ="0

Part'® = Part' N PartY

pour tous les

(Part'®, Mg mpe:|) € RafSymif (Pact! ,Mgyme, 1), Part'®) faire
pour tous les(t, &) t.q. (Part' M mee) [[(,0))), faire

(Part', rr%nmb’ (Part', ﬁ‘@nmbc [(t,€)))
si A(Part"” Serb,,,l’) € SSRce.Noeuds() t.q.
(Part', nfsl) o] C (Part”, ﬁgn , 1) alors
‘ Succ= Suc&J{(‘Batt[C g e 1) )
sinon
SSRccAjouterArc((Part', Mgymp, 1) —
L (Part"”, s

pourtous les ‘Batt‘ rTfSo o»|') € RegSymigSucyg faire
SSRccAjouterNoeud(Bart", r’dsgmb/,
SSRecAjouterArc(Patt!, Mgymp, 1) — (Part" LSRR

ATraiter.Inserer{Pact' | Mmoo 1)

retourner SSRc

Algorithme 6 : Construction de la structu@SR.
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de limiter la recherche a un nombre réduit d’états.

Nous utiliserons pour cela le sous-groupgassocié au WN d’'un CWN. Ce sous-
groupe définit la plus large relation d’équivalence enteertearquages du WN,
celle qui ne prend en compte aucune asymeétriem sst un marquage de WN

alor§ me [<‘;3att5,m§0m?s)], ouPart® est la partition associée @ et s est la
représentation symbolique depar rapport &3act®.

Pour tout# C Gs, H.mest I'orbite dem par rapport & (définition 3.1) et on a
H.mC Gs.m: I'orbite d’'un marquage par rapport & un groupe contienjotors
celle par rapport a I'un de ses sous-groupes. Donc, Pourétatitsymbolique
(Part', Mgymp) tel quem € [(Part', Msymp)], 0N a toujours{(Part', Mgymp)] C

[(Pact®, Mg o))

. . 2 /AN
Ainsi, tout état(Part”, g

fie la condition nécessaire{(ﬂ:;att[',r?YSUmb,>] C [(Part', Mgymp)]-

) susceptible d'inclure un étéfBact’, Mgymp) VEri-

Pour alléger le poids de la recherche, nous pouvons donnisegdes états en en-
sembles tels que les états de chaque ensemble référenae@um état Cs, 1) .
Pour plus d’efficacité, les états symboliques a I'intériéeichague ensemble sont
réparties suivant les étdtgt .

7.4 Outils et expérimentations

Toutes les approches symboliques que nous avons présenté&® implémen-
tées en réutilisant le noyau de GreatSPINitialement, cette outil a été développé
pour la construction du SRG des WN, incluant une gestioneefficles représen-
tations symboliques [CG95].

L'extension que nous avons apportée consiste en I'ajout ddute DySy(ges-
tionnaire des symétries dynamiques), ainsi que les diffénmodules permettant
I'intégration des approches ESRG et SSP (la partie encadréeFig.7.4).

L'algorithme de test de vacuité que nous avons présentérggémenté dans
Spot’. Nous avons connecté les deux outils pour comparer difféseachniques.

Shttp://www.di.unito.it/~greatspn/
"http://spot.lip6.fr/
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[WN (symétrique} [Automate de Contr6l Formule LTL

_______________________________________________

Noyau GreatSPN

Module ESRG

Module SSP'SSRec s@

ESRG SSRce ["Oui" / Contre exemp@z

FiGg. 7.4 — Architecture abstraire de I'outil de vérificationligé

Le tableau 7.1 présente quelques résultats obtenus sudi@éende la section cri-
tique distribuée de la Fig. 7.1. Ce tableau compare les ahpsoSRG, ESRG et
SSR¢cdans le cadre de la verification de la propriété d’acceggibfhaque ligne
de la colonneéModeleréférence le nombre de processus utilisé lors dugestt.
représentent respectivement le nombre d’états symbaligiie temps nécessaire
a la construction de chaque structure.

SRG(RG) ESRG SSRcc
modéle ét. t. ét. t. ét. t.
WCS(3) 139 0 54 0 28 0
WCS(5) 2709 2| 44 1| 96 0
WCS(7) 50159 41| 4918 25| 253 3
WCS(9)| 911017 1147 57211 939 559 45
WCS(11)| 16378179 —| 639056 54074 1090 1830

TAB. 7.1 -SRGRG) vs.ESRGvs. SSRc

On note ici le gain exponentiel dans le nombre d’états coitstainsi que dans
le temps nécessaire a la construction de la strclB8&. par rapport aux deux
autres structure.
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Le tableau 7.2 présente quelques mesures sur deux modedesapaables : WCS
et PO [HTMK"04]. Le deuxiéme est le modele d'un inter-géciel schizopbye

dans lequel nous augmentons le nombre de ressources etdeaadd (2-2,2-3 et
3-2).

SP+TEC SSP+TEC

modele n ét. tr. T ét. tr. T
WCS(3) | | 28 S 28 80 0.05 25 58 0.06
WCS(4) | 7| 28 ; 78 250 0.06] 77 202 0.14
WCS(5) ©| 28 21 290 979 0.13 416 1309 2.76
PO(2,2)| .| 18 E| 252 431 0.13 690 1307 0.95
PO(2,3) % 18 3| 292 511 0.17 770 1441 1.48
PO(3,2) 22 <1173 2235 0.65 2184 4730 7.40
WCS@3) | g| 22 © 99 279 0.06] 94 255 0.13
WCS(4) | &| 22 'g 434 1485 0.13 602 2063 1.60
WCS(5) ©l 22 = 1889 7430 0.6Q 4224 17744 144
PO(2,2) g 32 5| 2484 5482 0.91 866 1817 2.1§
PO(2,3) >| 32 o| 32563 7200 156 952 2030 3.68
PO(3,2) 28 4617 10651 2.48 1334 2848 4.97
SSP+NSIEC SSP+IEC SSP+AEC

modele ét. tr. T ét. tr. T ét. tr. T

WCS(3) 26 51 0.06] 24 45 0.05] 21 39 0.05
WCS(4) 66 176 0.17 43 96 0.10, 29 57 0.06
WCS(5)| 294 1118 6.44 106 287 0.95 39 82 0.07
PO(2,2)| 738 1505 1.10 738 1505 1.10 738 1505 1.10
PO(2,3)| 750 1550 1.69 750 1550 1.69 750 1550 1.69
PO(3,2)| 1400 3031 3.7 1400 3031 3.75 1392 2982 3.71
WCS(3) 91 250 0.14f 73 194 0.13] 30 70 0.07
WCS(4)| 568 1980 2.17 297 940 1.077 64 177 0.15
WCS(5)| 3905 16719 107 1370 4815 23.1 136 428 0.46
PO(2,2)| 864 1814 2.14 865 1814 2.14 864 1813 2.14
PO(2,3)| 868 1830 3.08 868 1831 3.09 868 1830 3.08
PO(3,2)| 1294 2784 4.78 1294 2784 4.78 1294 2783 4.79

TAB. 7.2 — Etats (ét.) et transitions (tr.) explorées par chadgerithme sur dif-
férents modéles, et temps (T) passé. Moyennesn pupprietes.

Chacun de ces modeéles a été synchronisé avec 50 automates&ias) : le ta-

bleau est décomposé en deux parties. Dans la premiere pauseavons regroupé
les résultats ou le produit est vide (I'algorithme de tesvaeuité ne trouve pas
de d’exécution acceptante), tandis que la deuxieme regroeyx dont le produit
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contient une exécution acceptante. Cette séparation essseire pour l'interpré-

tation des résultats, car dans le cas d’'un produit vide siede vacuité doit par-

courir (en fait, c’est une construction a la volée) la tdéadies états de 'automate,
alors que pour un produit non vide, I'algorithme se termies & découverte de
la premiére SCC acceptante.

Les abréviations dans les entétes référencent la maniérelel@roduit a été
construit ainsi que I'algorithme de test de vacuité utiliSe est le produit syn-
chronisé de la définition 2.12 tandis que SSP est le prodndtspnisé de la défi-
nition 4.4. Les états de SP ne sont pas des ensembles, d@ataetate est vérifié
par un test de vacuité traditionnel (TEC), similaire a l@ihme 1 mais sans les
inclusions et les décompositions. IEC désigne le test deitéade I'algorithme 1.
NSIEC est le méme algorithme sans les lignes 40—43 (i.es,isatusion dans la
pile de recherche). Finalement, AEC désigne le test de téaapproximatif de la
section 5.4.

Nous observons que bien que SP soit beaucoup plus rapide SpjelYisite
beaucoup plus d’états et donc exige beaucoup plus de mérmesdalifférentes
versions de notre algorithme de test de vacuité peuvenicétrgarées sur les
guatre colonnes (SSP) : sur le modéle WCS, I'ajout des téisisiusion dans
'ensembles des SCC retirées (NSIEC) réduit la taille detbeate exploré (en
comparaison avec TEC), et I'ajout des tests d’inclusiorsdarpile de recherche
(IEC) réduit 'automate encore plus.

Par conséquent, méme si I'opération de décomposition éstase (en terme de
temps), elle est indispensable pour la réduction de la ecomsdion mémoire du
processus de vérification. La derniére colonne montre gli@dproche approxi-
mative est plus rapide et construit moins d’états que tdeteautres approches.
Nous noterons ici, que sur ces modeéles, I'approche appeikienne provoque
pas de faux contre-exemples. Sur le modele PO, les nouvégantlames de test
de vacuité ne sont pas meilleurs que le test de vacuité glassar le modele est
symétriqueet les tests d’inclusion ne se produisent que tres rarement.

La figure suivante indique la consommation mémoire utiljzéaer la veérification
du modele WCS par les algorithmes SP+TEC et SSP+AEC.
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475

47

/69
26/32
25.7 25.8 26

257 258 258 261
WCS(3) WCS(4) WCS(5) WCS(6) WCS(8) WCS(10)

FIG. 7.5 — Moyenne de la mémoire utilisé (en MB, sur une échetjadithmique)
par nos implémentations de SP+TEC (au-dessus) et SSP+AE@2&sous) pour
la vérification du modéle WCS.
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Deuxieme partie

Evaluation de performances des
systemes concurrents finis
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Chapitre 8

Evaluation de performances et
réseaux stochastiques bien formés

Le comportement quantitatif des systémes concurrentséegirglement appro-

ché par l'utilisation des processus aléatoires comme readathématique de re-
présentation. Cependant, le choix d’'un modele partice#&rsouvent guidé par
I'exactitude et la complexité de la solution numérique happorte. Dans ce

contexte, les processus markoviens, et spécialementdesgsus markoviens a
espace d’états discret (appetdmines de Markqgy se trouvent étre d’une grande
utilité car en plus d’étre représentatifs du comportemém drand nombre de

systémes réels, ils permettent I'obtention d’'une soluéracte par la simple ré-

solution d’une équation matricielle.

8.1 Le modele stochastique

Une exécution d’'un systéme a événements discrets se agsagi@r une suite
(a priori infinie) d’événementge;, e, ...} séparés par des intervalles de temps.
Seuls les événements peuvent changer I'état du systeme.

Formellement, le comportement stochastique d’'un syst@meuwrrent est déter-

miné par deux familles de variables aléatoires :

— Xo,...,Xn,... & valeurs dans I'espace (discret) des états du systemegSnoté
Dans la suite, nous supposerons que cet espace esXdintprésente I'état
initial du systéme eX, (n > 0) I'état courant aprés la'®™événement. L'oc-
currence d’'un événement ne modifie pas nécessairementdiétysteme, par
conséquenx,. 1 peut étre égal X, ;

— To,...,Th,... & valeurs dan® " ou Ty représente l'intervalle de temps avant
le premier événement &, (n > 0) représente l'intervalle de temps entre le
n€Meet le (n+ 1)'®™eévénement. Notons que cet intervalle peut étre nul (par
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exemple une suite d’instructions considérées comme itsstaas au regard de
transactions de base de données avec des entrées/sorties).
Lorsque la distribution initial&g est concentrée en un égton dira que le pro-
cessus démarre ex(c’est-a-direPr(Xo =s) = 1).

A priori, aucune restriction n’est imposée sur ces familles de bi@saaléatoires.
Cependant, pour les catégories de processus que nousréhslien systéeme ne
peut exécuter une infinité d’actions en un temps fini.

8.1.1 Les chaines de Markov a temps discret

Une chaine de Markov a temps discret (DTMC pbDiscrete Time Markov Cha)n

est un processus stochastique qui possede les caragtégstiuivantes :

— lintervalle de temps entre les instafisest une constante de valeur 1;

— I'état suivant un état atteint ne dépend que de cet étasgirigbabilités de
transition restent constantesu cours du temps :

Pr(Xnt1=5j | X0=Sg;-.-, Xn=5) =
Pr(Xni1=5j | Xn=5) = pij =det PIi, j].

Ainsi, on définit une chaine de Markov homogénear un espace d’étag une
matriceP représentant les probabilités de transition entre les,eé&fP[i, j| = pj;
et T une distribution initiale de probabilité sur ces états. @lisera la notation

C = (SP ).

8.1.1.1 Comportement transitoire et stationnaire d’'une DMC

Pour présenter les résultats les plus importants concefaaalyse numérique
d’'une DTMC, nous rappelons plusieurs définitions concdrri@s propriétés
structurelles d'une DTMQ@ = (S, P, 1.

Définition 8.1 (Irréductibilité) C est irréductible ssi de tout état i on peut at-
teindre tout état j (en un nombre fini d’étapes) :

Vi, j € S Intel que ;ﬁ”) >0

Ou ﬂ(jn) = Zkespﬁ?—l) Pk;j et n(jl) = Pij-

1D’ou le terme de chaineomogeénaeitilisé dans les études sur les chaines de Markov en toute
généralité.
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Définition 8.2 (Périodicité) Un état i est périodique si on ne peut y revenir
qu'aprés un nombre d’étapes multiple de-K. :

Jk > 1 tel que §” = 0 pour n non multiple de k

La période de I'état j est alors le plus petit entier k véritigette propriété.

Définition 8.3 (Récurrence) Soit ﬁi(n) la probabilité que le premier retour en i
ait lieu n étapes apres l'avoir quitté. Soi,fla probabilité de revenir en i aprés

I'avoir quitté : fj = E fii(”). Soit M, le nombre moyen d’étapes de retour enii :
n=1
n=1

Un état i est dit :

— transitoire si f < 1.

— récurrentsi § = 1. De plus il est
— récurrent nul si M= .
— récurrent non nul si M< oo,

Définition 8.4 (Ergodicité) Un état est ergodique s'’il est apériodique et récurrent
non nul.C est ergodique si tous ses états sont ergodiques.

Un des principaux objectifs de I'étude d’'une DTMC, concefggaluation de
la probabilité de I'occurrence d’'un étatde la chaine a une certaine étape
T5(n) = Pr(X, = i) (analyse du régime transitoiyeOn s’intéresse aussi souvent
a I'existence et I'évaluation dregime permanerde la DTMC. Ce régime est ca-
ractérisé par une distribution de probabilité sur les é&dlis qu’une fois cette dis-
tribution atteinte, elle demeure la distribution du pra@uespour toutes les étapes
suivantes.

Formellement, il s’agit de répondre aux deux questionsasuies :
1. rI\im T(n) existe-t-elle ?

2. Sioui, alors comment la calculer ?

La condition nécessaire et suffisante pour garantir I'exis¢ de la précédente
limite est que la DTMC soiérgodique Dans ce cas, le vectetrdes probabilités
des états en régime permanent est obtenu par la résoluteysthme d’équations
Suivant :
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niP=Tm 6.1)
8.1
=1

lex2ex Une fois la distribution stationnaire calculée spurs indices de perfor-

mances peuvent étre obtenus. Par exemple,

— Le temp$ moyen de récurrence de I'état

— Le temps moyen passe par le processus dans un état

— Le temps moyen passé par le processus dans uinegtine deux visites succes-
sives a 'étatj.

8.1.2 Les processus semi-markoviens

Nous nous restreindrons ici a une notion de processus samnkienien moins gé-
nérale que la définition habituelle, car elle est largemafiisainte pour les sys-
téme que nous considérons.

Un processus semi-markovien (SMP, pour Semi-Markoviandages) est un pro-

cessus stochastique qui posséde les caractéristiquatgiiva

— l'intervalle de temps entre les instarfisest une variable aléatoire qui ne dé-
pend que de I'étaX,,. Autrement dit :

Pr(Tn ST | XOZS())"')XI']:$7T0§T07"'7Tn—1§-[n—1) —
Pr(To<t|Xh=5)=Pr(D; <1);

ou D; est une variable aléatoire quelconque, de distributiosgeance finie,
notéed;.

— I'état suivant un état atteint ne dépend que de cet étasgirigbabilités de
transition restent constantes au cours du temps :

Pr(Xnt1=5j [X0=S8;,.. . % =8) =
Pr(Xnr1=-5j | Xn=15) = pij =det Pli, J].
On remarque ici que les changements d’'é¥tconstituent une DTMC. Cette

chaine est appelda chaine de Markov incluse (EMC, pour Embedded Markov
Chain).

8.1.2.1 Conditions d’existence et calcul d'une distributin stationnaire

On se limitera ici & spécifier une condition suffisante d'&xise d’'une distribu-
tion stationnaire qui couvre les cas les plus fréquentsat®anarité. Nous com-
mencons par supposer que la chaine de incluse est ergogieerae distribution

?|ci, le temps est mesuré en nombre d’étapes.
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pi’ (g, = 17[K]) solution de I'équation 8.1.

L’hypothése d’ergodicité assure que chaque €tse répéete indéfiniment. Cepen-
dant chaque visite § donne lieu a un séjour d’'une moyende Il se peut alors
gue, bien que le nombre moyen de visite avant un retour sgitdimoyenne du
temps de retour soit infinie : le nombre moyen de visitggeéntre deux visites a
S vautTt /(. Par conséquent, le temps moyen de retous; est égale a :

di + ;dk.% = %deﬂf(

k

Autrement dit, I'existence d’une distribution stationeaest assurée §iy d. g
est finie.

Avec le méme raisonnement, on voit que le raiigrg doit correspondre au temps
de séjour moyen e entre deux retours e, divisé par le temps de séjour moyen
ens, soit :

ne_ %R _der

T§ N di N di.Tlf
Ceci conduit a la distribution stationnaire.
.d
e Tk
zk/T[{(,.dk/

Notons que cette maniére de procéder autorise certaingbulimnsD; a étre
concentrées en 0.

Puisque I'analyse d’'un processus semi-markovien se raradianalyse de la
chaine incluse (puis la reintroduction du temps par biaigetops de séjour
moyen) alors, toutes les discussions qui vont suivre pbririguement sur les
chaines de Markov a temps discret.

8.2 Lagregation markovienne

Lorsque I'espace des états de la chaine de Markov est tragriam, on est alors
confronté au probléme déexplosion combinatoireet par conséquent la com-
plexité de la résolution numérique devient tres élevée szancas, on fait appel
a des méthodes d’analyse efficaces pour traiter des espatats dont la taille

peut atteindre plusieurs millions d’états. Parmi ces nekpl’agrégation mar-
kovienne vise a diminuer la taille du processus en regrduparétats en classes.
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Cependant, pour que le processus agrégé puisse étre agselysgroupement doit
préserver la propriété markovienne du processus : la piidBalte passer d’'une
classe a une autre classe d’états ne doit pas dépendreateri@is uniquement
de la classe dans laquelle on se trouve.

Définition 8.5 (Agrégation markovienne)Soit C = (S P, Tp) une DTMC asso-
ciée au processus stochastig& }nen et {S }ie; une partition de S. Soit,Yune
variable aléatoire définie parY=i < X, € § alors :

1. U est fortement agrégée p.£& }ic; SSiVo, {Yn}nen €St une DTMC.
2. U est faiblement agrégée p.£& }ic; SSidm, { Yn}nen €St une DTMC.

Agrégation markovienne forte. Une conditiond’agrégation fortea été définie
dans [KS60], assurant que le processus agrégé est markgquidie que soit la
distribution des probabilités initiales.

Théoréme 8.1(Condition d’agrégation forte)Soit C = (S P, 1) une DTMC et
{S}ies une partition de S, alors U est fortement agrégeable p{&:ic; SSi

Vi#£jelIvsdeSs, P(s,s") = P(s,s")
S’gsl' S’gsj'

La matrice de transition de la chaine agrégée peut étre tédivectement de la
matrice originale, suivant la proposition ci-dessous.

Proposition 8.1. SoitC = (S, P, ) une DTMC fortement agrégeable par rapport
a la partition {S}ic;. La matrice de probabilité de transitions, associée au
processus agrégé est définie par :

Vi,j € 1,vse §,P(i,j)=  U(ss)
e

Il est a noter que les probabilités des états de la chainaalégne peuvent pas
étre obtenues a partir de celles des classes d’états, delmaitee agrégée. L 'utili-

sateur doit donc se contenter de I'information contenues dieéprobabilités des
classes, qui n’est significative que si la sémantique desetest elle-méme si-
gnificative.
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Agrégation markovienne exacte. Sila caractérisation de I'agrégation forte est
assez simple, celle de I'agrégation faible est beaucoupdgfficile a trouver et a
vérifier. Cependant, un cas particulier de cette agrégasorelativement simple :
I'agrégation exactgSch84].

Théoréme 8.2(Condition d’agrégation exactepoit C = (S P, ) une DTMC et
{S}ies une partition de S, alors U est exactement agrégeable §$ic; ssi

Vi,jeI,vs S €S, P(s’,s) = P(s’,d)
S’gSj S’gSj

En outre, I'agrégation exacte posséde des propriétés tamges : comme pour
I'agrégation forte, la matrice de transition de la chaineg§ge est calculée direc-
tement a partir de la matrice de la chaine originale ; ayaatdistribution initiale
équiprobable sur chaque sous-ensemble de la partitiorsttébdtion a n’importe
quel instant est aussi équiprobable; si la DTMC est ergajiga distribution
stationnaire est équiprobable. En d’autres termes, enaisgsant la matrice de
transition de la chaine agrégée, on peut calculer sa dittsibstationnaire, et dé-
duire (par équiprobabilité) la distribution stationnadte la chaine originale. La
proposition suivante résume ces résultats [Sch84].

Proposition 8.2. SoitC = (S, P,Iro> une DTMC, exactement agrégeable par rap-
port & la partition {S }ic|. SoitU la matrice de transition associée au processus
agrégeé, alors :

1. vi,j € 1,vs€ §,P(i, j) = 2 X (Tses P(S,9)).

2. SiViel, Vs s €9, m(s) =1p(s) alorsVn,Vi €1,Vs s € §, Tx(S) = Ty(9),

ou TT, est la distribution de probabilité a I'étape n.
3. SiC est ergodique aitr est la distribution stationnaire, alors
Viel,Vs,s € §,1(s) =1(s)

Nous constatons que I'agrégation markovienne souléve gealdémes : d’'une
part elle fournit des conditions pour vérifier que la pastitides états en classe
conduit a un processus markovien, mais elle ne fournit pasé#odes pour
construire cette partition. D’autre part, I'informatiobtenue n’est exploitable que
si les classes d'états ont une signification vis-a-vis dupmmement du systéme
étudié.

Il faut donc, pour une utilisation efficace de la méthode, lgu®rmalisme em-
ployé pour décrire la chaine de Markov permette de résoadreoins partielle-
ment, ces problemes. La section suivante étudie ces prebldans le cadre des
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réseaux stochastiques bien formés.

8.3 Application au réseaux stochastiques bien for-
mes

Le modéle des réseaux de Petri a été introduit afin de modétisalider des sys-
temes synchronisés. Cependant,la validation du compertedu systeme inclut
une étape d’évaluation de performances. Par exemplegdéatiun protocoles de
communication passe obligatoirement par une étude dexrperhces pour mesu-
rer le sur-cot temporel di au protocol. Lintroduction dmps dans les réseaux
de Petri est donc apparue nécessaire pour compléter lemmtions fournies par
I'étude du modele qualitatif.

Parmi les extensions temporisées des réseaux de Petréskesux de Petri sto-
chastiques [FN85], obtenus en associant aux transitioieraps de franchisse-
ment distribué suivant une loi exponentielle, présentarrbpriété essentielle
suivante e graphe de marquages accessibles d'un réseau de Pethiattique
est isomorphe a une chaine de Markov [Mol8Ppr conséquent, les résultats
connus sur les chaines de Markov sont réutilisables dansntexte.

Cependant, la complexité des systeme étudiés s’est rapitdérauvée limitée par

le pouvoir de représentation des réseaux de Petri stoghastiLes réseaux co-
lorés se sont alors présentés comme un formalisme permédiargir la classe

des systémes que I'on savait représenter de maniére concise

Les méthodes d’analyse des réseaux de Petri stochastigioesscse sont donc
elle aussi orientées vers une utilisation des symétries aieta pour construire
des classes d’états. Cependant, ces classes ne préséntérétcjue si elles sim-
plifient effectivement la résolution du processus, et dongaeticulier si elles pre-
servent son caractére markovien. L'agrégation markoéexsh donc rapidement
devenue comme une technique de base pour I'analyse desixésteahastiques
colorés.

Plusieurs méthodes ont été développées sur les réseaugscplour créer des
processus markoviens agrégés ([Zin87, GC88, CL88]). Comams I'analyse
gualitative, le regroupement des états se fait en générdd fiase d'une relation
d’équivalencedéfinie par l'utilisateuret qui dépend des fonctions de couleurs
figurant dans le modele. Cependant, compte-tenu de la dédélas classes de
réseaux colorés étudiés, la définition de cette relatiopaebis difficile a obtenir,
ce qui conduit généralement a des erreurs nécessitantriserele toute la phase
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d’agrégation.

Grace a ses fonctions de couleurs structurées, le modelésksux bien formés
stochastiquea permis de surmonter ce probleme. Par I'introduction dytequi
respecte les symétries qualitativeg systeme, le graphe de marquages symbo-
liques (voir section 6.3) est isomorphe a une chaine de Magoégée [DH89] :

les classes d’'états et arcs sont construits de maniere éctesjpes symétries du
systéme et a vérifier les conditions d’agrégation forte atexsimultanément.

8.3.1 Lesréseaux de Petri stochastiques bien formés

Un réseau stochastique bien formé (SWN, pour Stochastic #gNun réseau
bien formé dont les transitions possedent un attribut gpehtaire qui corres-
pond a un délai de franchissement. Le délai de franchisseameacié a une tran-
sition peut étre soit distribué suivant une loi exponelgjedt la transition est dite
temporiségesoit nul, et la transition est diilexmédiate Lorsque deux transitions
temporisées se trouvent simultanément franchissablesg¢lestionne pour cha-
cune d’elles un délai de franchissement suivant la digiohuassociée, et celle
qui obtient la plus petite valeur est franchie la premiewdi{jue de course). En
revanche, lorsque deux transitions immédiates sont saméithent franchissables,
la connaissance d’'une information supplémentaire estssage pour spécifier
completement le comportement du systéme. Cette informatibmatérialisée par
I'association d’un poids a chaque transition immédiateptababilité de franchir
une transition est alors proportionnelle au poids de |esttim.

Cependant, la concurrence se produit non seulement estitealgsitions mais
aussi entre les instances de couleurs d’'une méme tranditima solution pos-
sible, permettant de respecter les symétries du modeléajifaous-jacent et les
apports de sa technique de réduction, consiste a assodiagaetransition une
valeur qui ne dépend pas des couleurs mais des sous-cltetipses auxquelles
elles appartiennent. De cette maniére, les symétriestdéteau niveau du modele
qualitatif s’étendent naturellement au modeéle quantitati

Nous commencons par définir la notion gkertition statique d’un marquagejui
permet de formaliser les réseaux stochastiques bien formés

Définition 8.6 (Partition statique d’'un marquagd)a partition statique d’un mar-
quage m pour la place p, not@& p) est un elément de Béjart,p,) ), défini par:

mp)(©= 3 m(p)(c)
¢ fe=¢
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m(p)(€) donne le nombre de jetons d€ ph appartenant au produit cartésien de
sous-classes statiqués

Définition 8.7 (Un réseau stochastique bien formé (SWN)n SWN est un
couple(WN, 6) tel que :

— WN est réseau bien formé,

— B est un vecteur défini sur TB(t) est notéd;), tel que :

Bt : Party) xMpepBag Partyp)) — OF

ou 6; (€, m) désigne :
1. sim(t) =0 (latransition t est temporisée), le taux de franchisserassb-

cié a I'instance (t,c) dans le marquage m. Ce délai de frassdninent est

une variable aléatoire distribuée suivant une loi exporedietde moyenne
1

6 (C.m)

2. sim(t) > 0 (la transition t est immédiate), le poids associé a l'ingtan
(t,c) dans le marquage m. Cette pondération détermine la prohébil
de franchir l'instance(t,c) lorsque d’autres transitions immédiates sont
franchissables simultanément a partir de m. Cette prolitébaist donnée
par :

6¢(€,m)

Z(t’,c’) franchissable en rﬁt’(él, m)

Le taux de franchissement (ou le poids) associé a une fiemsi¢é dépend donc
gue des sous-classes statiques et jamais des couleurtziaiest. Ceci est suffi-
sant pour affirmer que I'ensemble des arcs ordinaires reptés par un arc sym-
bolique ont des valuations identiques. Ainsi, nous défamisge taux de franchis-
sement associé a une instance symbolique comme suit.

Définition 8.8 (Taux de franchissement d’une instance symboligue)taux de
franchissement de la transition t a partir du marquage syljp@ Mg, pour

l'instance symboliquét, €) avect = I'IPI'I?ZiMD“(j) est donné par 6;(€,m) tel
quUen N D syme, dar(j)) = € €t ME [Mgymp)-

Ainsi, la symétrie observée au niveau qualitatif du modsteesservée au niveau
guantitatif. Lagrégation markovienne peut donc étrasgée pour la résolution du
processus aléatoire associé au SWN.
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8.3.2 SRG d'un SWN et agrégation markovienne

La coexistence dans un SWN de transitions immédiates etiésdes engendre,
lors de la construction du RG d’'un SWN, deux types de nceudsy(rages) :

— Les marquages tangiblesu le systéme séjourne pendant un temps non nul.
— Les marquages évanescergge le systéme quitte dés qu'il y entre.

Par conséquent, le processus engendré par un SWN est ursqussemi-
markovien On doit alors, pour analyser le systeme, travailler sUMKE (E),
isomorphe a son R@’espace d’état$S de £ est 'ensemble des marquages ac-
cessibles, et la matrice de transitiBrest définie par :

Z(t c) menant de ma m (6

)
Z( t’.c’) franchissable en th’( m)

P(m,m;) = Vm#EmMeS  (8.2)

Il a été prouve, dans [Dut91], que vérifie les conditions d’agrégation forte et
exacte, par rapport a une partition de I'ensenthén classes d’équivalence. Ces
classes d’équivalence sont construites en utilisant &ioel induite par le sous-
groupe des symétries admissiblgs En d’autre termede SRG du SWN est iso-
morphe a une chaine agrégée ‘AelLa matrice de transition de la chaine agrégée
est définie par :

Is(ﬁ] M ) Z(t €) menant denw ar; Yt 6 (¢ ( ) ( )
Z(t’ ¢') franchissable emet’< ) ) N(C/)

Vm#meS  (8.3)

Oum € [M] etN(€) est le nombre d’instances ordinaires représentées par I'in
tance symboliquét,€) : considérons qua et u sont les fonctions associées a
I'instance symbolique, alorsN([A, p]) est donné par la formule suivante :

h |q3art||ﬂ).,| |Z
(A, 1) (8.4)
=1 Tz =e

Ouh est le nombre de classes non ordonné%s,: suppi(e)|Ai(e) = Zﬂj) estle
nombre d’instanciations différentes dans la sous-clayﬂsardiquezicjj

Le gain de la technique SRG est tres fortement lié a la présdacsymétries
globales dans le modéle. Or, en pratique, il arrive souvaatdans certaines si-
tuations, les composants d’'un systeme se comportent deereaasymeétrique.
L'approche SRG ne peut dans ce cas contribuer a diminugrdtesd’états car

3voir section 6.3.1.
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les asymétries, méme exceptionnelles, éliminent toutsilpitis® d’exploitation
de symétries globales. C’est pour cette raison qu’une siirmlu SRG a été pro-
posée, 'TESRG (voir section 6.5). Nous allons voir que c@lyegpeut aussi servir
de base a la construction d’une chaine agrégée.

8.3.3 ESRG d’'un SWN et agrégation markovienne

L'utilisation de 'TESRG pour évaluer les performances dstégne s’avere déli-
cate, en particulier parce que certaines informations awwtructure du graphe
d’état peuvent étre masquées.

Entre autres, la structure de 'TESRG ne permet pas instamant de savoir Si
le graphe d’états est fortement connexe. LESRG ne perntat das de décider
directement si le processus stochastique sous-jacentgestigue, ou non. Une
technique incrémentale a été présentée dans [CDFI99]istanta raffiner les
informations contenues dans 'ESRG jusqu’a décider I'digjt® du processus
stochastique sous-jacent.

Aussi, 'ESRG n’est en général pas isomorphe a une chaineaikoM agrégée,
mais les auteurs de [CDFIO0] ont présenté une techniqueeayoigi de dériver
une chaine fortement agrégée a partir d'un ESRG ergodiqueaffiaements suc-
cessifs. Dans le pire des cas, cette chaine agrégeée estmmau SRG.

Algorithme de raffinement de 'lESRG. Apreés la construction de 'ESRG, les
nceuds du graphe sont partitionnés en agrégats. Chaquagoétgent un RSM
plus I'ensembleE’ des SM présents dans le graphe tel q@&M e E',[SM] C
[RSM. On note que ces agrégats ont été construits sur des cqgabatifs (voir
section 6.5). Chaque paire d’agrégats est connectée paraegénériquest/ou
desarcs instanciés

Si deux agrégats sont connectés uniquement paragénériquealors la condi-
tion d’agrégation forte est satisfaite localement parréaat source [CDFIOOQ].
Par contre, s'’ils sont connectés par dess instanciésil peuvent ne pas satisfaire
la condition d’agrégation forte, du faite de I'asymétriggendrée par certains de
ces franchissements. Dans ce cas, il faut diviser 'agrsmatce en agrégats plus
petits pour satisfaire, localement, la condition d’agtiga

Cette division n'affecte pas les successeurs de I'agrégested car les flux sor-
tants de chacun des marquages vers les autres agrégats pasarmdifiés. Par
contre, les prédécesseurs de cet agrégat sont affectés gigision, car les mar-
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guages gqu'ils représentent peuvent étre connectés antffseus-agrégats issus
de I'agrégat divisé. Dans ce cas, la division ce propagelesizrédécesseurs pour
maintenir/garantir la satisfaction la condition d’agréga.

Lors de I'exécution de l'algorithme, les connexions enfgeégats sont classées
vérifiéeou a vérifier selon que la condition d’agrégation est satisfaite local®m
sur une connexion, c’est-a-dire que le flux sortant reptégesr cette connexion
estidentique pour tous les marquages d’un agrégat, ou hoiialisation de I'al-
gorithme consiste donc a marquevérifierles couplegag, ag’) connectés par un
franchissement asymétrique, puisque tous les franchestsnsymétriques véri-
fient la condition d’agrégation.

Si la condition d’agrégation n’est pas satisfaite pour umpde(ag, ag’), alorsag
est divisé en agrégats de grain plus fin. La division d’'un gajrég peut casser la
condition d’agrégation pour les prédécesseuragld algorithme marque donc
a vérifiertous les couplegag’, ag) tel queag”’ est un prédécesseur dg. Enfin,
apres la division dag, toutes les connexiongg, —) sont marquéeserifiee La
procédure décrite ci-dessus est itérée jusqu’a ce qu'iit’plus de couple mar-
quéa Vvérifier.

8.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les chaines de Marwowemodeéle pour
I’évaluation de performances des systémes concurrentgCiinmodeéle pose le
probleme dd’explosion combinatoirdorsque I'espace des états de la chaine de
Markov est trop important.

L'une des méthodes qui permettent la résolution de ce pmabkest I'agrégation
markovienne. Elle consiste en un regroupement des étatagges, de maniére a
dériver une chaine (agrégée) de taille réduite, mais élgmiteaa celle de départ.

L'application de la méthode d’agrégation sur le modéle dssaux stochastique
bien formés (SWN) a permit I'études de systemes dont les oceypents sont
représentés par des graphes de marquages de tailles inipsri@eci est réalisé
via le graphe de marquages symbolique (SRG), car les syméetiases sur le
modele qualitatif (le WN sous-jacent) sont “trivialemegténdues sur le modele
guantitatif.

Cependant, le probleme reste posé dans le cas des syst@ialegient asyme-
triques (modélisé par un SWN), car la chaine agrégée dédeémes systemes
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a une taille prochaine de la chaine originelle. Une premsetation a été pro-
posé par l'utilisation de 'ESRG. Elle consiste a raffines Iaformations qu'il
stocke jusqu’a I'obtention d’'une chaine agrégée reprasehd processus origi-
nelle. Deux problémes se posent avec cette solution : (13 avons besoin de
deux étapes. La premiére pour la construction de 'ESRG deilxiéme pour
dériver la chaine agrégée; (2) sur la chaine agrégée (d§rivéus ne pouvons
dériver que les probabilités des classes d’états et pasaidis états a I'intérieur
des classes. Par conséquent, nous n‘avons qu’une étudxapgtive de proces-
sus stochastique sous-jacent.

Dans le prochain chapitre, nous proposons une nouvell®ap@mpour la modé-
lisation et I'évaluation de performances des systemesatgaiient asymétriques.
Cette approche est dérivée directement de celle proposéclalpartie qualita-
tive de cette these. Son avantage (en plus d’étre complateauomatisable) est
gu’elle peut engender une chaine de Markov de taille réghate les systemes
globalement asymétriques une seule pass®e plus, leprobabilités des états
sont calculer directement sur la chaine agrégée.



Chapitre 9

Symeétries partielles et agrégation
Markovienne?!

Les SWN ont démontré leur efficacité pour la modélisatioreeidlyse quantita-
tive des systemes concurrents. Cependant, cette effiemtitées dépendante du
degré de symétrie (globale) qu’offre le systéme. En efitidtence d’asymétries
locales dans le modeéle est souvent un obstacle de taillel@oegroupement des
états et des franchissements en classes, ce qui réduitiétatgdiement I'intérét de
I'agrégation pour le traitement de ce type de systemes.

Dans le cadre de la vérification qualitative, nous avonsgsépne solution effi-
cace a ce probleme (voir chapitre 6). Cette solution repasarse représentation
séparée des asymétries, via l'utilisation datomates de contrdlée graphe quo-
tient est alors obtenu par une synchronisation des transitle cet automate avec
les transitions du WN (symétrique).

Dans ce chapitre, nous adaptons notre approche qualitatigealyse quantita-
tive. Nous montrons que cette approche peut étre utilisée ghériver un graphe
quotient isomorphe a une chaine de Markov agrégée.

9.1 Modele pour les DTMCs partiellement symé-
triqgues

Le modele des systempartiellement symétriquapie nous présentons ici est dé-
fini par une DTMC, obtenue par la synchronisation d’'une DT8§@étriqueavec

1Les idées développées dans ce chapitre ont fait I'objetedfblication [BDSHO5].
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un automate de controle.

La formalisation de cette synchronisation nécessitajisiage des transitions de
la DTMC par les événements du systéme étudié : Seit (S P, 1h) une DTMC
et £ 'ensemble des événements du systeme. On associe a chaggigdn entre
deux états, s un événement dars, notéA(s,s'). Les automates de controle que
nous considérons sont ceux de la définition 48 = (L,lo, E,R).

Exemple 9.1.La Fig.9.1 représente une DTMC étiquetée et son automate de
contrble. Les lettres en gras représentent les événementsysteme ‘£ =
{a,b,c,d}) et0 < p < 1 est une probabilité. Les nombres associés aux états re-
présentent la distribution initiale de probabilités.

a, (1-p)
4 /51'@ a1l %54
0.3 h =
a, 1/3 I’ b, p yl {a}z
52 :I
a, 13— al : '55
3, 1/3 LGP Vo= {b}
\Sé \‘ 1 a, (1_p) 2
al p‘é

\_a (1-p) 0.3 S J

FIG. 9.1 — Une DTMC étiquetée et son automate de contrdle

Dans le produit synchroniéééfini ci-dessous, la DTMC représente le composant
“actif”, et 'automate est utilisé pour “inhiber” les comggements de ce compo-
sant en les limitant & ceux réellement produits par le system

Définition 9.1 (DTMC contrdlée par un automate§oitC = (S P, 1p) une DTMC
et4 = (L,lo, E, R) un automate de contrdle. Soit la fonctiAn: Sx Sx L x L —

{0,1}. Le produit synchronisé d€ et 4 est une DTMC,Cq = (Sx L,P', 1)

définie par :

~ ¥8,7(s.l0) = To(8) AVl # lo, Th(5,1) = 0

2Nous utilisons aussi le termmntrolepour désigner ce produit synchronisé.
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- Vs, s eSgvll'el,
sil Y, I"AN(s,§) e yalorsA(s,s,1,1") = 1 sinonA(s, s, 1,1") = 0.
A(s, S, 1,1") x P(s,9)

On aalors, P((s,1),(5,1") =
(& s ) = o AT x PSS

Dans I'exemple 9.1, 'automate de contréle interdit legsaions qui ne sont pas
étiquetées paa ou b. Ainsi, C4 est obtenu a partir d€ en retirant les arcs en
pointillé et en normalisant les valuations des arcs restant

Du point de vue théorique, la spécification des symétriesydteme repose sur
la théorie des groupes opérant sur les ensembles d’'étatéveéndments (voir

définition 3.1). Ceci permet I'introduction des notions d€NIC symétrique et

partiellement symétrigue comme suit.

Définition 9.2 (DTMC symétrique et partiellement symétriqué&)ne DTMCC =
(S, P, ) est symétrique par rapport§ C S(SUE) ssi:Vge G,Vs#S € S
1. To(9-s) = Tio(S),
2. P(g.s,0.8) =P(s,9) et
3. A(g.s,0.9) = g.A(s,9).

SoientC une DTMC symeétrique par rapport @ et 4. un automate de controle
de C, alors C4, est dite partiellement symétrique par rappora

On associe a chaque arc’h 1’ de 4. un sous-groupé#, C G qui vérifie :
Vge H,Vec E,ecysgecy.

La taille du sous-groupg, associé 4% I, est unindicateur de la symétrie de la
transition : quandH, = G, la transition est ditéotalement symétriquéandis que
pour H, = {id}, la transition est ditéotalement asymétrique

Considérons a nouveau la Fig.9.1, sgit= {id,g,ge g}, tel quer est définie par :

09=% O0S1= 9=%3 0.8=%1

0= 0S5=S% 0S5=%

ga=a gb=c gc=d gd=b
Il est facile de vérifier ques est un groupe et que la DTMC est symétrique par
rapport aG. Les sous-groupes associés aux étiquettegdsont : H, = G et

Hy, = {id}.
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9.1.1 Agrégation d’'une DTMC partiellement symétrique

Ayant une DTMC (4, partiellement symétrique par rapporiga notre méthode
tente de construire une DTMC plus petite (mais équivalef@ependant, pour
prouver la correction de la construction, nous introdussdiabord une DTMC

CS qui est plus grande qués,.

Dans la DTMCCEC, les etats de&”4, sont répliqués en instances, et les instances
sont organisées en ensembles. Par construction, le ménue é@utomate appa-
rait dans toutes les instances qui appartiennent au mérambles Pour chaque
sous-ensembl®, on note(s,|,R) I'instance de(s, 1) qu'il contient.

Intuitivement, pour toute paire d’'états,|,R) et (s,I,R) de Cgc, chaque chemin
menant §s,|,R) peut étre transformé, par I'application d’'une action@een un
chemin menant &,1,R).

Définition 9.3. SoitCa, = (Sx L, P, 1) une DTMC partiellement symétrique par
rapporta g, alors la DTMCCEC = (S',P",1,) est définie récursivement par :

1. L'ensemble des état$ 8st I'union des triplets définis a partir de RS et
un état le L par {(s,I,R) | se R},

2.Vse SVl eL,VRCS
si (I =lo AR est une orbite pag Ase R) alors (s, |,R) = 1(s,lo) (=
To(s)) sinon 1y(s,1,R) =0,

3. Les sous-ensembles d’états “initiaux” sdits, |, R) } tels que R est I'orbite
de s parG ATy(s,1,R) >0,

4. Si{(s,I,R)} est un sous-ensemble d’états3st € R 3s* € S 3l LA
A(s*,s*) € y alors I'ensemble{(s,I’,R)} avec R= (GrNHy).s* est un
autre ensemble d’états,

5. Vg € GrN Hy, soit s= g.s" et § = g.s* alors P'((s,1,R),(s,I",R)) =
P'((s1).(s,1")

Note 9.1. La construction précédente des sous-ensembles ne dépsndupa
choix de $ et s* : prenons S€ (GrN #H).S™, ceci implique que’s= g.s* avec

g € GrN H,. Définissons s- g.s", alors se R(D Gr.s*) etAA(s,s) € y. Ainsi, il est
trivial de montrer que{GrN H).S = (GrRN Hy).S™.

Exemple 9.2. La Fig.9.2 décrit la DTMCC}?C de I'exemple 9.1. Les rec-
tangles pointillés représentent les sous-ensemblestd.é@es sous-ensembles
sont construits suivant le point (1) de la définition 9.3{(so,lo, )},
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| g S10S1p3—— 1 —1» 84’8456:\

I p )
G 13, ! | ! {id}
v o ! | ! \r mial
Sos So ! T L/8—» S2: Spp3 =1 P S5y Sy S5+ S5 |

)
LN | | w\'___J

Fic. 9.2—La DTMCCg’C

{(s1,10,S123), (2,10, S123), (S3, 10, S123) }» { (4,10, Sus6), (S5, 10, Sus6), (S6, 10, Su56) }
et{(ss,lo,S5)}. L'état g n'est pas représenté dans la figure. Les points (2) et (3)

indiquent que les sous-ensembles initiaux sont ceux &ssagk orbites$= {so}
et S23= {s1,%,S3}-

Un groupe est associé avec chaque sous-ensemble. Il doenadination sur

la maniéere d'utiliser (4) et (5) pour la construction des seensembles : le
groupe estj pour les sous-ensembles initiaux et regtpour les sous-ensembles
construits jusqu’a la synchronisation avege A ce moment, le groupe est réduit
a l'identité par l'intersection aved,,, et le sous-ensemble construit contient un
seul état. Par conséquent, il y a deux instancessdgass la DTMC résultante,
chacune associée a une orbite différente.

En fait, le processus stochastique attendu est constrighenant les instances et
en mémorisant les représentants des sous-ensembles.

Définition 9.4 (Processus stochastique assoc'(%cé). SoitCq, une DTMC par-
tiellement symétrique par rapport@. Le processus stochastiq@éﬁc)'p est dé-

fini par : Xp? = (I,R) < X/ € {(s,|,R)}.
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1
(1 - p/3)
FiG. 9.3-DTMC(C$)'P

Le processus résultant pour I'exemple est montré dans 18.Bid-a distribution
de probabilités initial et les probabilités de transitiontscalculées suivant la pro-
position 8.2.

La proposition suivante constitue le noyau théorique deenatéthode. Elle
énonce quécﬁc)'p est obtenue a partir d8;, par I'inverse d’'une agrégation forte
suivie d’une agrégation exacte.

Proposition 9.1. Soit C4, une DTMC partiellement symétrique par rapporta

alors :

— Soit(so,lo) - .., (sn,In) I'espace d'états d€’ .. Cq, st uneagrégation fortede
Cg’c par rapport a la partition{(so,lo,R) }ro{so}s - - - » 1 (S Ins R) Frogsn}

— Soit {(lo,Ro),..,(I,R)} I'espace d'états de(C3)'P. (C5)'P est une
agrégation exactede Cﬁc par rapport a la partition {(s,lo,Ro) }scry; - - -
{(s,1k; R) }ser

Démonstration.Soit (s,1) un état deCy, et soit(s,|,R) une instance de cet état
dansC&. On montre qu’il y a une application bijective des transificortant de
(s,1) vers celles sortant des,|,R). Grace a la note 9.1, on suppose {sé,R)

est examiné pendant la recherche des successedrsdeR) | s" € R} dans

la Définition 9.3. Alors 35,31 % I/ t.g.A(s,§) ey« IR, 38 e R, I R t.g.
A(s,8) € yavecR = (GrRNHy).S. Puisque cette application préserve les probabi-
lités de transitions, alors la condition de la propositidh@ur I'agrégation forte
est garantie.

Soient(sy, |, R) et(s,|,R), deux états defi. On montre qu’il y a une application
bijective entre les transitions entrant dgss |, R) et dangs,, 1, R). Soit(vy,l’,R)
telle quedl’ AN etA(vy,s1) € y. Grace a la méme note ci-desstigc (Gr NHy)
t.q. 2 = g.51. On définitv, = g.vy, alorsv, € R et A(v2,s2) € y. Ceci implique
I'existence de I'application cherchée. Puisque cetteiegipbn préserve les pro-
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babilités de transitions, la condition de la propositiofts@ur I'agrégation exacte
est garantie. O

Nous pouvons a présent décrire notre méthode génériquboianous suppo-
sons que la DTMQ@4, associée a un modéle de haut nivéduest partiellement
symétrique. Nous SUpposoNs aussi que nous sommes capeldakaer direc-
tement(Cﬂi)'p a partir deM. Notons parm, la distribution deC4, a I'étapen

et P la distribution calculée decs)'P a I'étapen. Alors, grace a la proposi-
tion 8.2, nous avons

(sl = 3 (1/IR) x TP (1,R).

5SS

Cette égalité reste valable aussi pour la distributionastagire. La section sui-
vante va montrer que les assertions précédentes sonagatisfans le modele des
SWN.

Bien que théoriquement difficile, nous pouvons donner déEations sur la dé-
croissance de la complexité en espace en utilisant notreepg Dans la DTMC
agrégeée, les états originaux ont été substitués par desessambles. Notez que
ces sous-ensembles peuvent avoir des intersections nes. \V@pendant ces
sous-ensembles sont toujours les orbites d’un état parusagroupe de;. Donc,
plus ces sous-groupes sont larges, la meilleure est la aethimtez qu’a chaque
nouvelle construction d’'un sous-ensemble, le groupe esiitrépar intersection
avec#4), puis il est agrandi en substituant implicitemerg & # le sous-groupe
stabilisateur du sous-ensemble. Interpréter ce phénomenigeau du modele re-
vient a dire que le facteur de réduction de la complexitérepbitant chaque fois
que l'effet d’'une asymétrie disparait a court terme.

9.2 Application aux réseau de Petri stochastiques
bien formes

L'approche que nous allons développer ici (ré)utilise ehdtles SWN dans le
but d’automatiser la construction de la DTI\/((E‘EC)'F’. On appellegraphe de
marquage symbolique dynamique (DSR&}¥tructure symbolique qui représente
cette DTMC. Elle est basée sur une représentation symigotiguichaque noeud
(I,R) et une regle de franchissement symbolique appliquée diremit sur cette
représentation.
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9.2.1 Le modele des SWN contrblés

Dans notre approche, le comportement symétrique du sysetoapturé par un
SWN (symétrique) et les asymétries sont représentées partamate de controle
A.. Nous appellerons ce nouveau modéeemodele des SWN controlés (CSWN)

La définition des automates de contréle est identique aic¢tleduite dans la par-

tie qualitative de cette thése, c'est a difg,= (L,lp, E,R) avecE = {(t,c)|t €
T AceCdt)}.

Exemple 9.3.La Fig.9.4 présente un exemple de CSWN.

- lcs lcs[p>q

FIG. 9.4 — Modéle CSWN de I'algorithme distribué d’accés a laisaaritique

Ce modéle représente une version modifiée de 'algorithraecé'’s a la section
critiqgue, déja introduit dans la Fig.6.5. La modificationrsste en un contréle du
nombre de processus candidats simultanés pour I'accesélisédar le nombre
K de jetons dans la place TK).

L’automate de contrdle gere les accés a la section critiquieast I'identité des
processus. Les étiquettes sur 'automate de contrble sfirtids par :

— lesip> g = {(Ics, (pi, pj))[(pi, Pj) € Cd(les) A j > i}

— —les={(t,c)|t AlcsAnce Cd(t)};

La sémantique associée a ce modele est celle d'un chaine deWMaartielle-
ment symetriquey, : elle obtenue par la synchronisation du RG (ismorphe a une
DTMC symétriqueC) du SWN avec I'automate de controf.
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9.3 Le graphe de marquages symbolique dyna-
mique (DSRG)

Les représentations symboliques que nous allons utiliser ja construction du
DSRGsont extraites directement de celles déja définies poumstaaction de la
structureSSR¢c, dans la partie qualitative de cette thése (section 7.1)jaPpelle

que chaque noeud &SR est un triplet{Part’, Mgyme, ).

Dans ce cas, chaque étét R) de (Cﬁc)'p est représenté par un triplet
(Part', Mgyme, ) tel queR = [(Part', Msymp)] €t appeléétat symbolique

Exemple 9.4.L'état symboliquePart’, Msymp, |) défini par :

— Part' = {Party} = {{L11, L12}} telle queLy s = {pry, pra} et L1, = {pra},
— Symb = {Sym} définie par|Z | = |ZZ,| = |2}, = 1,

- m=1D(Z}) +RQZ2 +Z3),

— etl'état de 'automate de contrdle I,

représente le nceud, R) tel que R= {my,mp} avec m = ID(pr1) + RQ(pr2 +
pr3) et mp = 1D (prz) + RQ(pr1+ prs).

9.3.1 Franchissement symboligue synchronisé et calcul des
probabilités de transitions de la chaine agrégée

La construction d’'une structure symbolique nécessite fmitién d’une regle de

franchissement symbolique qui répond a deux exigencesiegart, elle doit étre
applicable directement sur les états symboliques poumym®d’autres états sym-
boliques. D’autre part, elle doit assurer la satisfactieteccondition d’agrégation
exacte pour tout nouvel état symbolique construit.

Franchissent symbolique synchronisé. Le franchissement symbolique que
nous avons introduit dans la section 7.3.3 répond a la premeiéigence. Dans
sa version la plus générale, ce franchissement est opémeauit : soit un état
symbolique(Part', Msymp) €t une transitiord Y.l de l'automate de controle.
D’abord, nous construisons I'ensemble RafSy(filnt', Mgymp ), Part' NPartY),
puis pour chaque élément de cet ensemble, nous calculoirstasces de fran-
chissements symboliques. Les successeurs valides sosbalenus par le fran-
chissement des instances appartiennent (Pact' N PartY,§) .

Cependant, cette démarche n’est pas suffisante pour garaatsatisfaction (lo-
cale) de la condition d’agrégation exacte er{ffart', Msymp) € SES successeurs.
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En effet, par ce procédé nous garantissons que tous les ag@as|teprésentés par
un élément(Part' N PartY, ﬁfsnmb’> € RafSymlf(PBart', Mgymp), Part' NPart)

ont des franchissements symétriques par rappbrfa’, mais n’assure pas que

ces mémes marquages ont des franchissements symétriquappart a n'im-

porte quelle transitiom_Y 1" (I" £ 1"). Or, ce dernier point est nécessaire pour

établir que les marquages du successeur symbo(fjaet' N PartY, r?YS’Umb//> de

(Part' N PartY, r?fSnmb,> ont tous les mémes probabilités en entrée (a partir des
[ VY &
marquages déBart N Part ,nYSUmb,>).

Pour palier a ce probleme, un solution évidente consisteaassier que
tous les états représentés par un état symbolique, issu wifiimement

de <q3art[,rhs,,mb,l>, permettent les mémes franchissements (a une permu-
tation prés) par rapport a I'ensemble’,l;. Ceci est possible en optant
pour un raffinement de(matt[,msnmb,l) qui prend en compte les asymé-
tries de I'ensemble des transitioms'.l; en une seule fois : nous devons
donc construire 'ensemble RafSyf{iBart’, Mgymp), N Parth NPart'). Ainsi,

si (N Part¥ ﬂmatt[,ﬁYSUmb,) est un successeur d@); Part NPart', rhgnmb@ €

RafSymig(PBart', Mgyme), N Parth NPart'), alors(); Parth NPart!, 'ﬁsomb”I/>
estun successeur @art', Msymp, |) qui satisfait la condition d’agrégation exacte
(localement).

Calcul des probabilités de transitions. Posons‘ﬁcutt[C = ;i Part NPart".
D’aprés la premiere équation de la proposition 8.2, la podivd de transi-
tion entre deux états symboliquégart', Msymo, |) et <q3art[c, rﬁSnmb,,l’) dépend
de leurs cardingllités, et de la probabilité de transitiors v€importe quel état
(M, 1") € [(Part! ,rﬁ&)mb,, )] & partir des états représentés {nct', Mgymp, |) :

Z(mJ)e[(matt[ﬁlsnme)} P/((mv l )7 (n’(, I /)>

Considérons la contribution du franchissement d’une ttanst a la somme
> (ml)e[(Part! fgymo.)] P’ ((m,l),(m,1")). Apres I'étape du raffinement symbolique,
soit une instance symbolique est possible pour tous lesuages qui appar-
tiennent a la méme représentation symbolique, issue duneafént, soit au-
cune n'est possible (vis-a-vis de la synchronisation avetsémblel YL1;).
Supposons qu’une telle instantiation est possible a paftin état sym-
bolique (Part™, ﬁf;nmbk) e RafSymi{(Part!, Mgymp), Part™) et méne & I'état

C A
(Pact' ’W(ngb” 1.



Le taux de sortie global dqmart[c,ﬁfSUmb,,l’>, causé par le franchissement de linstance symboli¢ué), est
GI.N(C).|[<q3att[c,ﬁ1'énmbk>] , ou N(€) est le nombre d'instances ordinaires représenté pardiiest symbolique dé,¢)

et 6, est le taux associét®

. z , z C A ~ P .
Puisque tous les états représentés fiart'”, iy, Umb,,I’) ont le méme taux en entréealors nous pouvons écrir&(n,|’) €

S
[(Pact', LA D)

1
P((m7|)7(n{7|/)): C = X
(M1)€ (Pt My )] [(Part™, g )]
~ C 4
Z(t,é) menant de{‘ﬁattlc,rﬁ;nmbk) a<matt[°,ﬁf3nmb,) B - N(C) - |[<i]3att[ ’mg)mbkm

(Pact'® Mk Z(tﬂé’) franchissable eﬁﬁart‘c,m‘;nmhk> By - N(C')

Snmbk>€RafSymbi (Part',Mgyme) Part')

Ainsi, la probabilité de transition entkgart', Mgyme, |) et <‘}3att‘c,r?150mb,,l’) est donnée par la formule :

P((‘Batt[, Msymo, ), <q3att[c’rr{8\jmb”l )= [[(PBart!, Mgymp) || :

A~ C A
2 (t.¢) menant deParti® it ) & (Part® >9t~N(C)~|[<ﬂ3art‘,nﬁnmbkﬂl

Spm mb/

] . R N(&
(matﬂcﬁf;‘jmbkERafSymtﬁ(‘Bﬂtt[,msnmb%‘ﬁatflc) 2 (t',¢') franchissable em;“ttlcm;mbﬂ By - N(¢')

3pour simplifier, nous considérons g@eest constante pour toutes les instances symboliques de
4Propriété du franchissement symbolique des SWN [CDFH93].

G8T
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9.3.2 Optimisation pour les CSWN

Dans cette section, nous montrons que le formalisme des CgkfiNet I'optimi-

sation de la méthode générique. Une premiere optimisabiosiste en un regrou-
pement des représentations symboliques obtenues apréanghitsement sym-
boligue synchronisé, tout en préservant la condition dg€gation exacte. Cette
optimisation est faisable car les probabilités de tramsitide la DTMC agrégée
sont calculées a la volée. Aprés a cette optimisation, iaegipque le choix de
l'instance symbolique suivante a franchir affecte la ¢ade la DTMC agrégée.
Ainsi, notre seconde optimisation tente de minimiser ldet@ar une heuristique.

9.3.2.1 Regroupement des états symboliques

En fait, cette optimisation a été déja proposée dans leoseétll. Cependant, les
conditions de ce regroupement ne concernaient que la padieer des chemins
du graphe. Pour I'évaluation de performance, on ne peutgphaser uniqguement
sur des criteres qualitatifs pour opérer le regroupemenétids. En effet, les pro-
babilités de transitions doivent étre prises en compte.

ID(2) + RQ(1) + GS(2)
‘ ID(CqC5) + ID(c4C5) + ID(c4C5) + ID(cxcs) + ID(cycy) + ID(c5¢y) + ‘
\ RQ(c) + GS(ecs) ) \RQ(G) + GS(gey) ) \RQ(G) + GS(gey)) \RQ(G) + GS(ges) ) \RQ(G) + GS(ges) ) \RQ(G) + GS(ges) \
les(c, % les(cs, % les(0y, @\ ;/'““* o) les(c, oz\ /cs(os, )
ID(C5C,C5) + ID(C1C4C5) + ID(C1C5C5) + ID(C1C5Cy) +
RQ(e) + GS(®)) | RQ(G) + GS(@) RQ(G) + GS(q) RQ(e) + GS(a)

ID({C 1.C5} gCaCs) * ID(C;CAcacelo) +

RQ({c1.c}y) + GS(q) RQ({cacsty) + GS()
[{encdol = {enG}a =1 [{GnCsho | = [ {aucsts | =1

ar({cy.cy) ¢ ar({cace)y)

ID({c 1,65} oCaCs) + ID(c1Cx{C4.Cs}o) +
GS(g, {c1,65}1) GS(G;, {C4.Cs}a)
I{enGlol={acti =1 [{cuchol=H{act =1

FIG. 9.5 — Franchissement et regroupement

Pour illustrer le probleme qui peut apparaitre, nous allaiiser le modele de
la Fig. 9.4. Pour simplifier, nous considérons un taux uni@mpour toutes les
instances de la transitides. Soit P =5 le hombre des processusket= 3 le
nombre maximum de candidats simultanés. La Fig. 9.5 repré&des distribu-
tions de jetons dans des places significatives du SWN etdaslirssements des
transitions que nous allons détailler dans cette sectiandtation{c;, c; }x définit
une partition de I'ensembléci, ¢} : par exemple, I'état symbolique de gauche,
RQ({c1,c2}1) avec|{c1,c2}1| = 1, signifie que I'une des deux objetsou c; est
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dans la plac&Qtandis que l'autre objet est dans la plabe

On considere la séquence de franchissements a partir deréseatation syme-
trique ol deux processus sont au repos, un troisieme a emvwy/éequéte et
deux autres exécutent une selection. La synchronisatiddWN et I'automate
de contrdle pour le franchissement de la transitcsse termine par un raffine-
ment complet du marquage symbolique source, car la seulétegnaompatible
avec I'étiquettdcsly < x| est l'identité (Hcqy. = {id}). Pour chacun des mar-
quages symboliques obtenus par le raffinement du marquageoigue source
il'y a une seule instance symboliquelds franchissable. Un sous-ensemble des
marquages symboliques obtenus par le franchissemdos dst présenté dans la
Fig. 9.5. A ce moment, il convient d’appliquer le regroupatrsr les marquages
symboliques obtenus par ces franchissements. Par rapporbaditions d’appli-
cation du regroupement qualitative (section 7.3.2.2aultfaussi vérifier que les
marquages a regrouper ont la méme probabilité en entréetia ghamarquage
symbolique source, pour garantir le respect de la conditéolragrégation exacte.
En ne considérant que les marquages symbolique représemtése nous avons
considéreé un taux uniforme pour transitios, la seule possibilité que nous avons
est de grouper les deux marquages symboliques de droitassi las deux de
gauche. La partie ombrée est donc enlevée, pour ne stockéa gartie claire.

A partir des états symboliques construits, nous pouvomeifiiala transitiorar.
Il 'y a aucune restriction associée a cette transition dantomate de controle,
et donc on peut utiliser le franchissement classique des SWN

9.3.2.2 Stratégie globale de construction

Nous montrons ici que 'optimisation précédente nécessitestratégie efficace
pour le choix de la prochaine transition a franchir, dansitledtoptimiser la taille
de la DTMC agrégeée.

Par exemple, ce qui peut se produire est que quelques épaéseatés par un
état symbolique sont atteints par un autre franchisserhariig. 9.6 présente un
exemple d’une telle situation. Considérons I'état synthadiavec deux processus
dans la placéD et trois autres dans la plaGS La transitiorics est franchissable
pour certains état représenté par cet état symbolique.iEsant un processus de
franchissement similaire a celui utilisé dans la Fig. 95, différentes instances
retenues menent aux états avec deux processus dans la@Rexepté ¢.co),

et les trois autres dans la plaé2. La configuration avecac(c,) dans la plac&S
ne peut pas avoir lieu, car quelque soit le troisieme objdadmnfiguration de
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départ, il est plus prioritaire qua etc, et par conséquent I'un de ces deux objets

est systématique éliminé.
(D) + GS@))

7778 \\N

. QD(C1C2C5) + GS(%C4D QD(Clczc4) + GS(%%D coe

FIG. 9.6 — Construction des marquages inclus

Cette configuration symbolique a été déja atteinte par lechi@sement symbo-
lique illustré dans la Fig. 9.5. Lors de ce franchissemendait obtenu un seul
état symbolique pour les états avg@Scontenantgzcs) ou (c3Cs) (état symbolique
de droite dans la Fig. 9.5), car ils sont issus d’un franemsnt symétrique qui
garantit des probabilités d’entrées identiques.

Ceci n’est plus vérifié dans la séquence que nous considaobnsllement : les
états obtenus ne peuvent plus étre groupés dans un sewmtablgue, car le
nombre d’instances qui les atteignent sont différentesd@ralors rajouter deux
nouveaux états symboliques au DSRG. On est donc dans lditwa un état
apparait plusieurs fois dans le DSRG.

Cependant, si nous avions considéré les séquences dei$iserolent dans l'ordre
inverse, on aurait pu alors éviter cette redondance.

Ainsi, pour éviter autant que possible la construction dessdasses d’états re-
dondantes, nous proposons de traiter le franchissemertratestions asyme-
triques d’abord, pour favoriser la construction des étatgmliques les plus petits
(en termes de nombre d’états représentes).

9.4 Outil et expérimentations

L'approche symboliques que nous avons présenté a été iraptéran ré-utilisant
le noyau de GreatSPNInitialement, cette outil a été développé pour la construc
tion du SRG des WN, incluant une gestion efficace des reptatsmms symbo-

Shttp://www.di.unito.it/~greatspn/
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liques [CG95].

Par rapport a I'architecture proposée dans la partie quigktde cette these (sec-
tion 7.4), il a suffit de rajouter un module qui traite des@lifintes spécificités du
modéle stochastique.

Dans cette section, nous considérons le modéle de la FigJaetétude attentive
de la structure du modele montre que sa complexité est feritle aux valeurs
des parametreB etK : P est le nombre des processus dans le systémest le
nombre de processus pouvant prétendre un acces a la sediiguecsimultané-
ment K < P). Par exemple, en se focalisant sur les pREet GS on peut noter
queK agit sur le nombre de jetons dans ces deux places, tandB §laggit les
possibilités de choix des identités des jetons qu’ellesieonent.

Comparons les effets de 'augmentation des valeurB deK sur les méthodes
(S)RG et DSRG.

TAB. 9.1 — Taille des (S)RG et DSRG p.rRandK

K
p 3 5
(S\RG | DSRG Ratio| (S)RG| DSRG Ratio
3 45 23 1.66 - - -
5 441 49 9.00 573 186 3.08
7 3704 83 44.63 6231 772 8.07
9 28159 125| 225.27| 59281 1805| 32.82
14 860371 199 | 4323.47| 7210715| 6148| 1172.85
K
b 7
(S)RG| DSRG| Ratio
3 — — —
5 — — —
7 6849| 2150 3.18
9 73549| 11150, 6.60
14 17176671 68476| 250.84

La Table 9.1 résume les experimentations. Les colonneesd®RG (resp.
DSRG) montrent le nombre des nceuds construits dans lesek&gature, pour
P etK donnés.
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En augmentanP et en fixantK, nous observons que le (S)RG se développe de
maniere exponentielle, tandis que le DSRG a une progregsesgue linéaire
Ceci est expliqué par le fait que la complexité induite pardéférentes possibili-
tés de sélectionndf processus concurrents sont explicitement représentéss da
le (S)RG, alors qu’elles ont une représentation symboldpres le DSRG. Plus
précisément, dans le DSRG, aucune asymétrie entre lesspusca’est prise en
compte tant que la transitidos n’est pas activée. De plus, I'opération de regrou-
pement symbolique permet de “récupérer” une partie destsigaerdues lors
d’un franchissement asymétrique.

Pour une valeur fixe dB, nous observons que la taille des deux structures aug-
mente de maniéere exponentielle. Cependant, cette progmesss stabilise quand
les valeurs dé® et K sont proches. Ceci est trés prononcé poyiSdRG, tandis

gue moins évident pour le DSRG. En effet, I'effet contextell’opération de
regroupement symbolique fait que cette progression restatrolable.

Néanmoins, nous pouvons comparer le gain relative appart@qtre approche
(voir les colonnesRatio) : le ratio entre les deux structure progresse de maniére
exponentielle par rapportRet ceci prouve I'efficacité de la méthode.

Enfin, nous noterons que la construction du DSRG est goureneandermes de
consommation en temps. Par exemple, pour les vakes8 etK = 5, la construc-
tion nécessite 275 unités de temps pour le DSRG, alors qusuif2iéent pour le
(S)RG. En fait, 47% du temps total de construction est pagage la comparai-
son entre ensemble de couleurs et ce pourcentage restartopstir toutes les
constructions. La résolution de ce probleme est discuté @aconclusion géné-
rale.



Chapitre 10

Conclusion Générale

Dans ce travail, nous nous sommes intéresseés a la vérificaimlitative et I'éva-
luation de performance des systemes finis. Plus partieatient, nous avons cher-
ché a optimiser des solutions heuristiques pour la vérifioat’'un modele de sys-
teme concurrent.

Les optimisations adoptées et développées dans cettesihrdtdgasées sur les sy-
métries (partielles) du modele étudié. Contrairement gqapeaches classiques,
nous avons choisi de séparer la représentation des comnmant® symetrique

et asymétrique. Ainsi, le comportement réel du systeme l#siha parun pro-

duit synchroniséles deux représentations Cette maniére de procéder permet |
construction d’'urproduit synchronisé quotiemtans lequel les (a)symétries sont
réévaluées dynamiguement durant le processus de védfidati d’évaluation de
performances).

Cette approche n’a d’intérét que lorsque nous avons le mdgeprendre en
compte les symétries au niveau des propriétés a étudier.

Pour I'étude qualitative, les propriétés que nous spéafemnt des formules de
logique linéaire. Nous obtenons ainsi une simplicité drespion et une couver-
ture importante des propriétés qualitatives des systéarese placant au niveau
de la sémantique des propriétés étudiées,les automates de Bugliliest pos-
sible de détecter et d’évaluer automatiquement des syeaédur les états de tels
automates et de les utiliser dans le processus de vérificdéioeloppé.

Pour I'étude quantitative, nous nous sommes intéresséoaagsus stochastique
associé au modéle étudié. Les symétries du modeéle permedteiériver automa-

tiguement une chaine de Markov agrégée. De plus, cetteecbaibarque toutes
les informations nécessaires a I'étude du processus atj@ans pour autant dé-
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velopper la chaine de Markov ordinaire.

Ces approches théoriques n’ont un sens pratique que sidegmas de vérifica-
tion et d’évaluation est complétement automatique : apdetia spécification du
systéme et de la propriété a vérifier, le processus de véidficéou d’évaluation
de performances) doit construire directement une strecéduite sans passer par
la construction d’'un graphe d’états complet.

Pour réaliser ces objectifs, nous avons fait le choix deésaprter la partie sy-
métrique pamun réseau de Petri bien formé symétriqagi représente le com-
portementnominal du systéme (autorisant certaines configurations du systéme
gui ne sont pas "réelles"). Ce choix est justifié par I'exiseed’'une approche
symbolique sur ce modele qui permet la construction autigoratd’'un graphe
guotient. La partie asymeétrique est représentée par umaikofini basé sur les
événements, appedutomate de contrdlajui permet de restreindre les compor-
tements du modéle symétrique a ceux réellement exécutds ggsteme. Ainsi,

le comportement réel du systeme est obtenwpagsroduit synchronisdes deux
composants.

Les expérimentations menées sur cette approche ont mardréays le cas, tres
courant, des systémes partiellement symétriques, latiédute I'espace d’états
nécessaire pour la vérification peut atteindre un factepomantiel. Ainsi, I'ex-

plosion combinatoire bien connue des techniques exploeatsur les espaces

Pour mener ces expérimentations, nous avons réutilis@etiéte noyau et les
fonctionalités de base de I'outil GreatSPN. En effet, l'aqghe symbolique clas-
sique des réseaux de Petri bien formés a été complétemarbpgpee dans I'outil
GreatSPN (dans une optique d’évaluation de performan&es), nous avons fait
le choix de ne pas toucher (ou tres Iégérement) aux strisdternes de I'outil et
d’intégrer nos algorithmes sous la forme de modules ex¢einteragissant avec
le noyauvia des interfaces bien définies. Cette maniére de procéderanpes
mis une évaluation concréte et rapide de nos approches ¢susx@mples de la
littérature). Néanmoins, ceci reste une appraudiroc En effet, nodenchmarks
montrent que les temps de calcul sont élevés compte tenualbdales structures
produites. L'étude approfondie que nous avons menée pabilirdes causes prin-
cipales de cette surestimation ont montré qu’une bonneutcalcul est liée a
la nécessité de s’adapter de fagon récurrente aux stradhieenes de GreatSPN.

Pour palier a ce probléme et pour ne pas perdre les acquisut#, lhous optons
(dans un futur tres proche) pour une refonte de GreatSPN séslextensions
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suivant une approche modulaire.

Pour espérer une exploitation de ces technique en miliestniél, différents pro-

blemes restent ouverts :

— définir un language simple et rigoureux pour I'expressiea dontraintes sur
le modéle introduit (les réseaux bien formés contrblés)efist, I'expression
des contraintes sur les franchissements est effectuée/’ipstant, au moyen
d’'un automate de contrdle spécifié manuellement. Pourréstelésagrément
et les risques d’erreurs, nous espérons le développemamtatigage, simple
et rigoureux, de spécification des contraintes a partir dutigutomate sera
généré automatiquement;;

— définir une caractérisation structurelle des modélesesguiels nos méthodes
peuvent apporter des réductions significatives. En effet amnalyse structurelle
automatique va permettre a 'utilisateur de prédire litétile I'application de
nos approches sans avoir a lancer les constructions a tavatintuition, ici,
est d’identifierles points de synchronisati@ntres les comportements symé-
trique et asymétrique du modele. Ces points vont garandiy gioe fois que les
objets du systéme ont fini leur comportement asymétrigsiegvliennent tous a
un comportement symétrique ;

— étendre la partie évaluation de performancesnadel-checking probabiliste
Ceci a pour objectif d’établir des propriétés tres préciades comportement
temporel et probabiliste des objets du systeme.
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